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Introduction 


微分 几何 之 中 著名 的 Simons - Lawson - Chern - do Carmo - 
Kobayashi 定理 开辟 了 极 小 子 流 形 曲率 模 长 间隙 现象 的 课题 方向 。 
本 书 系 统 地 用 变 分 理论 对 一 类 与 子 流 形 曲率 模 长 有 关 的 泛 函 进行 
了 研究 。 全 书 分 为 三 部 分 。 第 1 部 分 为 第 1 章 ,介绍 曲率 模 长 泛 
函 的 研究 背景 和 当前 的 研究 现状 。 第 2 部 分 为 3、4、5、6 等 4 
章 ,介绍 和 推导 了 本 书 的 理论 基础 。 第 三 部 分 为 6、7、8、9、10、 
11 等 6 章 , 具 体 且 精细 地 研究 了 各 种 类 型 的 曲率 模 长 泛 函 ,构造 
了 多 种 例子 ,讨论 了 曲率 模 长 泛 函 的 稳定 性 ,特别 研究 了 曲率 模 长 
泛 函 临界 点 的 间隙 现象 ,是 本 书 的 核心 部 分 。 全 书 论 述 严密 精炼 ， 
适合 数学 与 图 形 处 理 专 业 的 研究 生 及 科研 工作 者 参考 。 
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1965—1970 年 左右 ,五 位 数学 大 师 发 表 的 三 篇 著名 的 文章 
(Simons 的 《Minimal Varieties in Riemannian Manifolds》, Lawson 的 
(Local Rigidity Theorems for Minimal Hypersurfaces》 和 陈省身 、do 
Carmo „Kobayashi JX @ A # BY ( Minimal Submanifolds of a Sphere 
with Second Fundamental Form of Constant Length) ) 开辟 了 子 流 形 
几何 之 中 非常 奇特 的 间隙 现象 研究 ,引出 了 等 参 超 曲 面 数 十 年 及 
而 未 决 的 系列 猜想 。 

一 个 自然 的 问题 是 ,间隙 现象 是 否 严格 依赖 泛 函 的 表达 形式 ? 
答案 是 否定 的 ,大 量 的 研究 表明 ,间隙 现象 是 一 个 较为 普遍 的 现 
象 ,在 各 种 具体 的 泛 函 之 中 都 有 表现 。 第 二 个 自然 的 问题 是 ,除了 
所 涉及 的 具体 泛 函 ,抽象 形式 的 泛 函 在 多 大 范围 之 内 可 以 推导 出 
间隙 现象 ? 这 就 是 本 书 所 要 部 分 回答 的 问题 。 

本 书 以 变 分 法 作为 主要 工具 。 用 变 分 法 研究 曲率 模 长 泛 函 是 
一 个 自然 的 选择 。 变 分 法 的 重要 性 基于 三 个 主要 理由 。 理 由 一 : 
在 自然 科学 中 的 成 功 应 用 ,特别 是 在 图 形 处 理 的 新 理论 、 新 方法 、 
新 算法 设计 中 的 作用 ;理由 二 :古典 曲面 论 启发 对 空间 形态 的 认识 
取决 于 两 个 因素 : 内 蕴 因 素 与 外 蕴 因 素 , 即 曲 面 在 三 维 空间 的 形 
态 不 仅 由 内 荀 度量 性 质 的 第 一 基本 型 决定 ,也 由 曲面 的 嵌入 方式 
即 外 蕴 度 量 性 质 的 第 二 基本 型 决定 ;理由 三 :数学 家 和 和 诺 贝 尔 经 济 
学 奖 获得 者 Nash 发 明 的 Nash 府 入 定理 使 任何 一 个 完备 的 歼 曼 流 
形 都 可 嵌入 为 欧 氏 空间 的 子 流 形 ,在 此 意义 上 , 黎 曼 流 形 内 草 的 研 
究 本 质 上 可 以 归结 于 子 流 形 内 列 和 外 蕴 性 质 的 研究 。 

变 分 理论 的 研究 历史 悠久 ,最 速 下 降 线 或 者 测 地 线 的 变 分 法 
研究 即 是 子 流 形变 分 法 的 雏形 。 数 学 家 欧 拉 \ 高 斯 、 黎 曼 、 嘉 当 、 陈 
省 身 、 丘 成 桐 等 对 变 分 法 做 出 了 重要 贡献 。 一 个 著名 的 例子 是 陈 


省 身 与 合作 者 利用 变 分 法 和 结构 方程 讨论 了 单位 球面 中 极 小 子 流 形 的 某 些 几何 量 
的 间隙 现象 ,并 且 确 定 了 间隙 端点 所 对 应 的 特殊 子 流 形 ,是 子 流 形 几何 中 的 具有 显 
著 地 位 的 定理 。 以 此 结论 出 发 ,众多 数学 家 进行 推广 和 深入 探讨 ,形成 目前 子 流 形 
几何 一 个 较为 重要 的 方向 : 间隙 现象 的 研究 。 

本 书 的 主要 目的 在 于 系统 地 研究 和 介绍 曲率 模 长 泛 函 的 变 分 理论 。 全 书 共 分 
ll 章 ,可 以 归纳 为 3 部 分 。 第 1 部 分 为 第 1 章 , 主 要 介绍 曲率 模 长 泛 函 的 研究 历 
程 和 国内 外 研究 现状 ,使 读者 对 于 此 类 泛 函 有 整体 的 把 握 。 第 二 部 分 是 基础 理论 
篇 ,包括 2、3、4.5 等 4 章 。 各 章 的 目的 和 作用 不 一 。 第 2 章 精 炼 介绍 微分 几何 的 
基本 方程 和 定理 ,为 后 面 各 章 提供 预备 知识 ;第 3 章 推导 子 流 形 几 何 的 基本 方程 和 
变 分 法 基本 公式 ,是 本 书 的 理论 基础 ; 变 分 法 的 计算 通常 非常 复杂 ,为 了 简化 公式 
和 计算 过 程 , 第 4 章 研 究 子 流 形 第 二 基本 型 的 组 合 构造 方法 :牛顿 变换 法 ,并 推导 
了 新 构造 的 张 量 的 基本 性 质 ,是 对 第 3 章 内 容 的 扩充 和 精细 ; 自 伴 算 子 是 子 流 间 隙 
现象 研究 的 有 效 工 具 , 第 五 章 利用 牛顿 张 量 设 计 了 多 种 几何 意义 明确 的 自 伴 算 子 ， 
并 对 几 种 典型 函数 做 了 精细 的 计算 。 第 3 部 分 是 本 书 的 核心 篇 章 ,包括 6.7.8.9, 
10,11 等 6 章 。 各 章 的 主题 不 一 。 第 6 章 回 顾 了 经 典 的 体积 泛 函 的 定义 ,并 陈述 
了 极 小 子 流 形 曲率 模 长 间隙 现象 ,由 此 出 发 ,作者 定义 了 最 一 般 的 曲率 模 长 泛 函 。 
第 7 章 计算 了 曲率 模 长 泛 函 的 第 一 变 分 公式 ,这 是 整个 研究 的 基础 。 在 第 一 变 分 
公式 的 基础 上 ,在 第 8 章 , 作者 综合 运用 代数 、 方 程 的 手段 构造 了 典型 的 临界 子 流 
形 。 在 第 9 章 ,作者 计算 了 曲率 模 长 泛 函 的 第 二 变 分 公式 ,适用 范围 广泛 。 第 10 
章 推导 了 子 流 形 几 何 中 非常 奇异 的 Simons 类 型 积分 不 等 式 。 第 11 章 详细 讨论 各 
类 型 曲率 模 长 泛 函 的 间隙 现象 , 定 出 了 间 孙 端点 对 应 的 特殊 子 流 形 ,是 全 书 的 精华 
部 分 。 

全 书 由 6 位 作者 合作 完成 。 第 1、10、11 章 由 刘 进 完成 ,第 4.9 章 由 李海峰 完 
成 ,第 2、3 章 由 刘 煜 完成 ,第 5.6 章 由 徐 培 德 完成 , 贺 川 、 伍 国 华 分 别 完成 第 7、8 
章 , 全 书 由 刘 进 统 稿 。 

本 书 是 作者 对 曲率 模 长 泛 函 变 分 问题 的 一 个 粗浅 阐述 ,由 于 作者 水 平 有 限 , 请 
各 位 专家 不 吝 赐 教 。 
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51178193) ,中 国 博士 后 科学 基金 面 上 资助 项 目 (2012M511411), 中 国 博士 后 科学 
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第 1 章 ”间隙 现象 的 研究 概述 


中 国学 者 研究 子 流 形 一 般 遵 循 三 篇 基本 的 文献 , 这 三 篇 文献 构成 了 极 小 子 流 
形 研究 方面 的 “圣经 ”级 参考 资料 。 第 一 篇 基本 文献 为 Simons 的 文章 '" ,在 文中 
Simons 利用 向 量 场 标 架 法 研究 了 极 小 子 流 形 的 变 分 理论 和 间隙 现象 ; 第 二 篇 基本 
文献 为 Chem、do Carmo, Kobayashi 三 人 合作 的 文章 '*1, 在 文中 三 位 作者 利用 活 
动 标 架 法 和 李 代 数理 论 决 定 出 了 极 小 子 流 形 Simons 间隙 现象 端点 对 应 的 特殊 子 
流 形 ; 第 三 篇 文献 为 陈省身 先生 在 第 一 篇 和 第 二 篇 文献 的 基础 上 总 结 而 来 的 小 册 
F, 数学 史上 称 为 Kansas HEL), 陈省身 先生 利用 活动 标 架 法 对 !…” 之 中 的 内 容 
进行 了 简化 和 深化 。 

在 讲义 “之 中 , 陈 先生 推导 出 了 子 流 形 的 基本 结构 方程 ; 计算 了 体积 泛 函 的 
第 一 变 分 ; 对 欧式 空间 的 极 小 子 流 形 进行 了 微分 刻画 , 推导 出 了 著名 的 函数 图 极 
小 方程 , 介绍 了 Bernstein 定理 的 演化 进程 ; 用 复 变 函 数 (等 温 坐 标 , 黎 曼 曲面 ) 对 
欧式 空间 的 可 定向 2 维 极 小 曲面 进行 了 刻画 ; 对 单位 球面 之 中 的 极 小 子 流 形 的 结 
构 方 程 进行 了 推导 , 给 出 了 几 个 典型 例子 , 特别 是 Clifford 超 曲面 与 Veronese H 
面 ; 计算 了 第 二 基本 型 的 Laplacian; 利用 此 计算 结合 精巧 的 不 等 式 分 析 推 导出 了 
Simons 积分 不 等 式 , 利用 结构 方程 和 Frobenius 定理 决定 出 了 间 院 端点 对 应 的 特 
殊 子 流 形 ; 在 第 一 变 分 公式 的 基础 上 计算 了 第 二 变 分 公式 ; 最 后 讨论 了 锥 子 流 形 
的 稳定 性 的 特征 值 刻画 问题 。 

必须 指出 ，Simons 的 论文 nl 和 陈 先生 的 讲义 ' ”1 对 于 体积 泛 函 的 第 一 、 第 二 
变 分 计算 过 于 技巧 化 , 不 容易 推广 到 其 它 复 杂 泛 函 。 为 了 解决 这 个 问题 , 胡 泽 
军 、 李 海中 、Reilly 等 三 位 学 者 做 出 了 基本 贡献 。 国 内 郑州 大 学 胡 泽 军 教授 与 清 
华 大 学 李 海 中 教授 大 胆 假设 、 小 心 求证 , 利用 拉 回 运算 以 及 流 形 上 微分 算 子 的 关 
系 推导 出 了 余 标 架 场 和 第 二 基本 型 分 量 的 变 分 公式 , 这 组 变 分 公式 在 复杂 泛 函 的 
变 分 计算 之 中 具有 基础 性 的 作用 ,能够 极 大 简化 计算 过 程 " 1 Кешу 设计 了 超 
曲面 第 二 基本 型 曲率 张 量 的 牛顿 变换 , 并 计算 了 空间 形式 之 中 超 曲 面 的 极度 抽象 
的 泛 函 的 第 一 变 分 , 在 高 余 维 数 情形 ， 李 海中 教授 利用 Reilly 的 思想 推广 了 牛顿 
变换 , 研究 了 它 的 各 种 代数 性 质 和 变 分 性 质 , 并 成 功 应 用 于 高 阶 极 小 子 流 形 的 研 
究 。 目前, 第 二 基本 型 曲率 张 量 、 黎 曼 流 形 曲率 张 量 的 牛顿 变换 在 子 流 形变 分 理 
论 、 共 形 几何 变 分 理论 以 及 大 范围 微分 几何 之 中 发 挥 了 越 来 越 重 要 的 作用 。 本 书 
第 四 章 利用 Reilly、 李 海中 的 思想 进一步 发 展 了 子 流 形 第 二 基本 型 曲率 张 量 的 牛 
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顿 变换 理论 , 在 某 种 程度 上 可 以 认为 推广 到 了 最 一 般 的 情形 。 
微分 几何 之 中 有 著名 的 Willmore ZZ K, 其 定义 如 下 


V,, 2 = Јр‘, 

其 中 p =S — пн? а ÆRA AS = 由 - 严 5; 的 模 长 平方 。 微 分 几何 学 家 
对 泛 函 多 人 的 下 界 估计 有 系列 推测 ， 现 在 学 术 界 冠 以 美国 数学 家 Willmore 的 
AKT, 

Chen BY 指出 泛 函 W,,.s) 是 共 形 不 变 泛 函 '" 。 北 京 大 学 (福建 师范 大 学 ) 王 
长 平 教授 从 Moebius 几何 的 角度 出 发 , 定义 了 球面 中 子 流 形 完全 的 共 形 不 变量 谱 
A, 此 谱系 包含 几何 不 变量 p, 因此 Willmore 72 REKE AS 2872 PRB FE Moebius JL 
mi—+* Bate. ER FSARAMERE, BH. EMS, BE uL ЛЕН 
Moebius 几何 的 纲领 对 Willmore 子 流 形 特 别 是 Willmore 曲面 进行 了 全 方位 的 研 
Эх 7, Pinkall 对 Willmore 类 型 的 子 流 形 推导 了 一 些 不 等 式 , 对 讨论 间隙 现象 
有 一 定 用 处 ' 光 。 清 华 大 学 李 海 中 教授 按照 欧式 不 变量 体系 分 别 计算 了 Willmore 
泛 函 的 第 一 变 分 公式 , 推导 了 Simons 类 积分 不 等 式 , 决定 出 了 间隙 端点 对 应 的 特 
殊 子 流 形 , 构造 了 与 Clifford АТН Willmore КТ 277 。 郭 正教 授 利 用 郑 绍 
远 -丘成桐 在 文章 ' 发 明 的 一 种 自 伴 算 子 研究 了 Willmore 泛 函 , 得 到 了 和 李 海 
中 相似 的 关于 间隙 现象 的 结果 。 在 曲面 情形 ,， 李 海中 教授 和 德国 的 Udo Simon 教 
授 讨 论 了 多 种 曲面 特别 是 Willmore 曲面 的 量子 化 现象 。 

在 Willmore 子 流 形 的 构造 方面 , FAPA, HE 06. Luc, Vranken = 
人 合作 , 分 别 利 用 复 欧 式 空 间 Lagrange 球面 和 两 条 曲线 的 张 量 乘法 实现 了 不 平凡 
例子 。 唐 梓 洲 教授 与 严 文 娇 等 所 利用 等 参 函 数 、Clifftord 代数 与 代数 拓扑 
构造 了 Willmore 超 曲面 的 例子 , 非常 深刻 。 华 南 师 范 大 学 魏 国 新 教授 利用 常 微分 
方程 研究 旋转 超 曲面 的 方法 已 经 成 功 应 用 于 Willmore 类 型 子 流 形 的 构造 ”| 。 

为 了 研究 经 典 Willmore 子 流 形 的 稳定 性 ，Palmer 对 Willmore 曲面 的 共 形 
Gauss 映射 和 稳定 性 之 间 的 关系 进行 了 研究 , 并 计算 了 第 二 变 分 公式 '“”]， 李 海 
中 教授 、 王 长 平 教授 以 及 云南 师范 大 学 的 郭 正 教授 对 于 高 维 情形 的 Willmore ў7 PR 
W.,s) 计 算 了 第 二 变 分 公式 , 在 此 基础 上 证 明了 Willmore KERRE ¢ 

Willmore ZZ РӨ ШШЕ Ж, 使 得 微分 几何 学 家 对 它 有 很 多 的 推广 。Cai M 对 曲 


面 情 形 研究 了 所 谓 的 p - Willmore 2 PR Wa = [ode .在 一 定 条 件 下 建立 了 一 些 


EB AU, 
郭 正 教授 、 李 海中 教授 、 浙 江 大 学 许 洪 伟 教授 对 extreme - Willmore ZZ PR 


Wan = [pw 进行 了 研究 , 计算 了 第 一 变 分 公式 , 建立 了 积分 不 等 式 , 讨论 了 点 
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点 间隙 现象 和 整体 间隙 现象 , 刻画 了 Clifford 环 面 和 Veronese Hh 。 

中 国人 民 大 学 吴 兰 教授 对 寡 函 数 形式 的 Willmore ZR Wo... = | p'dv 做 了 同 
样 的 研究 流程 , 统一 了 上 文 所 述 的 Willmore YZ PK W, +, 和 extremal Willmore 12 PK 
Wy 以 及 曲面 情形 的 p - Willmore ZZ PR Wo) o 


受 上 面 的 启发 , 本 书 作 者 提出 了 下 - Willmore E RIME Wi, = Ро) 


得 到 了 抽象 的 第 一 变 分 公式 、 抽 象 的 Simons 类 积分 不 等 式 、 抽 象 的 间隙 现象 , 决 
定 出 了 间隙 端点 的 特殊 子 流 形 , 在 某 种 意义 上 统一 了 前 面 的 所 有 结果 '” 。 


通过 超 曲 面 的 共 形变 换 ,我 们 知道 8 = Tale, hu hu S, = р. 是 高 阶 的 
共 形 不 变量 ， Willmore 不 变量 是 特殊 情形 。 郭 正教 授 对 此 展开 了 系统 的 研究 ， 
构造 了 高 阶 共 形 不 变 泛 函 W... = | |, 13dw 计算 了 上 面 泛 函 的 第 一 变 分 公 


R, 利用 两 条 曲线 的 张 量 乘法 实现 了 泛 函 临界 点 的 不 平凡 例子 的 构造 | 。 

其 它 方面 , 周 家 足 教授 发 表 的 系列 论文 基于 凸 几 何 理论 , 对 凸 闭 的 超 曲 面 的 
Willmore 泛 函 的 下 界 进行 了 估计 , 特别 是 决定 了 等 式 成 立时 的 特殊 超 曲面 只 ”) 。 
浙江 大 学 许 洪 伟 教 授 利 用 特殊 的 Schoerdinger 算 子 的 特征 值 刻画 了 Willmore 子 流 
形 。 李 海中 教授 与 吴 兰 教授 在 文中 建立 了 Willmore 泛 函 与 子 流 形 的 Weyl YZ Ri fJ 
X, 决定 出 了 等 号 成 立 的 特殊 子 流 形 , 这 是 一 项 具有 创造 性 的 工作 。 四 川 师 
范 大 学 的 马 志 圣 先生 探讨 了 各 阶 Willmore 泛 函 与 Betti MAHA?) 。 李 海中 教 
授与 魏 国 新 教授 实现 了 对 6 维 带 有 近 kaehler 结构 (Caley 数 定义 ) 的 单位 球面 之 中 
的 Lagrange - Willmore 子 流 形 的 分 类 '”1。 罗 勇 对 5 维 单位 球面 之 中 的 Legendrian 
稳定 曲面 和 Legendrian — Willmore 曲面 建立 了 Simons 类 积分 不 等 式 , 讨论 了 间 际 
MR, 文章 [55 - 65] 对 具体 的 空间 如 四 维 欧式 空间 , 三 维 、 四 维 单位 球面 ， 
Whitney 球面 , 复 射 影 空 间 , 乘积 空间 ，Lagrangian 环 面 之 中 的 Willmore ZZ PR RF 
Willmore 子 流 形 进 行 了 具体 的 研究 。 文 章 [66 -72] 对 Willmore 子 流 形 的 几何 性 
质 特别 是 对 称 性 或 者 不 变量 做 了 研究 , 如 Peter – Li 和 丘成桐 定义 的 共 形 不 变量 ， 
Willmore 曲面 的 对 偶 性 、 可 比较 性 , 共 形 不 变 Gauss 映射 ，Bernstain 性 质 等 。 

文章 [73 -79] 回 归 到 对 泛 函 本 身 的 几何 测度 论 或 者 变 分 法 的 研究 , 特别 是 文 
章 [79] 宣 称 用 Min - Мах 方法 解决 了 2 维 情形 的 Willmore 猜想 。 此 外 还 有 其 他 学 
者 的 工作 , 在 此 不 一 一 列举 。 

Willmore 不 变量 p 刻画 了 子 流 形 与 全 脐 子 流 形 的 局 部 差异 ，Willmore 17 FR 


Жыз) = |p do 刻画 了 子 流 形 与 全 脐 子 流 形 的 整体 差异 。 我 们 知道 曲率 模 长 $ 刻 
画 了 子 流 形 与 全 测 地 子 流 形 的 差异 , 所 以 一 个 自然 的 问题 是 可 否 按照 Willmore 泛 
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函 的 研究 流程 与 思路 来 研究 曲率 模 长 的 抽象 泛 函 | FCS) dv 。 
本 书 的 目的 在 于 系统 运用 变 分 法 、 采 用 与 Willmore 泛 函 类 似 的 思路 系统 研究 
各 类 曲率 模 长 泛 函 , 特别 是 本 书 作者 提出 的 | PCS) do EM, 研究 其 第 一 变 分 公 


式 , 根据 第 一 变 分 公式 综合 运用 代数 、 方 程 等 手段 构造 临界 子 流 形 的 例子 , 计算 
其 第 二 变 分 公式 , 讨论 临界 子 流 形 的 稳定 性 , 最 重要 的 是 利用 推导 出 来 的 Simons 
类 积分 不 等 式 研 究 临 界 子 流 形 的 间隙 现象 , 决定 出 间隙 端点 对 应 的 特殊 子 流 形 。 
本 书 的 意义 在 于 丰富 了 子 流 形 的 泛 函 , 加 深 了 对 子 流 形 间隙 现象 的 理解 , 表明 间 
隙 现象 不 仅仅 在 极 小 子 流 形 和 Willmore 子 流 形 上 面 发 生 , 而 且 是 一 大 类 泛 函 临界 
点 的 普遍 现象 。 
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本 章 列 出 需要 的 预备 知识 。 包 括 : 微分 流 形 的 定义 、 黎 曼 度量 的 存在 性 、 黎 
曼 几 何 的 基本 方程 、 共 形变 换 公 式 。 


2.1 微分 流 形 的 定义 


本 节 回 顾 微分 流 形 与 黎 曼 几何 基本 方程 ,可 以 参见 陈省身 的 讲义 中 或 者 
8 m, 

流 形 的 概念 是 欧式 空间 的 推广 。 粗 略 地 说 , 流 形 在 其 上 每 一 点 的 附近 与 欧式 
空间 的 一 个 开 和 集 是 同 胚 的 , 因此 在 每 一 点 的 附近 可 以 引进 局 部 坐标 系 。 流 形 可 以 
说 是 一 块 一 块 的 “欧式 空间 ” 粘 起 来 的 结果 。 流 形 之 内 的 坐标 是 局 部 的 , 本 身 没 有 
多 大 的 意义 ; 流 形 研究 的 主要 目的 是 经 过 坐标 卡 的 变换 而 保持 不 变 的 性 质 。 这 是 
与 欧 氏 空间 中 的 数学 对 象 不 同 的 地 方 。 

为 了 描述 清楚 流 形 的 定义 , 我 们 需要 拓扑 空间 和 欧式 空间 的 概念 。 

定义 2.1: 假设 了 是 任意 一 个 集合 , 我 们 用 符号 2”= Р(Х) dem SES X HHA 
子 集 组 成 的 集合 , A 是 空间 2" 的 一 个 子 集 , 也 就 是 X 其 上 的 一 个 子 集 族 。 

Aca. 
如 果子 集 族 4 满足 如 下 性 质 , 我 们 称 4 为 上 的 拓扑 结构 。 
1.6, Xe A; 
2. VO; eA, iel, 0; єА; 


3. VO, eX, isl, 2, =, n, NO; eA. 

集合 族 4 之 中 的 元 素 称 为 开 集 。 对 于 一 个 点 xseX 和 一 个 开 集 0, WR xe0, 我 
们 称 开 集 O 为 点 x 的 领域 。 

定义 2.2: 假设 (X, 4) 是 任意 一 个 拓扑 空间 , 任 取 集合 XX 之 中 的 两 个 元 素 x， 
у, ШТЕТЕ O,, О,, 满足 如 下 条 件 , 我 们 称 空间 (X, A) J& Hausdorff 的 。 

x€0,, ує0,, O, 10, = 8. 
RIAR 表示 实数 域 。 用 RR ”表示 т 维 的 实数 空间 。 
R” ={x= (х, %, °°, х,)1х e R ,1<i=<sml, 


EIR” 是 全 体 有 序 的 m 个 实数 所 形成 的 数组 的 集合 , 实数 x, 表示 点 xe К" Ж: 
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个 坐标 。 对 于 任意 的 x, yeR", aeR , 我们 定义 
(х+у);=х,+у;; 
(ax); =ax;. 
FEER” E, RM TRB, MTR” OS т 维 向 量 空间 。 
R” 上 除了 有 线性 结构 以 外 , 还 有 距离 结构 或 者 说 拓扑 结构 。 对 于 R ”之 中 
的 两 个 点 x, ye R^, 我 们 定义 


n 


Ixlz у, (a), la-yxl = 


i=l 


а(х, y) =| x-yl = po (x, = y,)*. 


可 以 验证 , 函数 d(x,y) 满 足 距离 定义 的 三 个 公理 。 
d(x,y) 20, d(x,y) =0 当 且 仅 当 x=y; 
d(x,y) 2d(y,x); 
d(x,y) +d(y,z) 2d(x,z) , Vx,y,zeR ". 
所 以 , 函数 d(x,y) 是 R "之 中 的 距离 函数 。 我 们 可 以 定义 距离 空间 恨 ”的 拓扑 基 
B(x,r) ={y'd(y,x) <r}, VxeR",r»0. 
zs [HIR ”之 中 的 开 集 为 任意 多 个 开 球 的 并 集 。 
FÆ, 以 上 定义 了 线性 结构 与 距离 结构 的 空间 R ”被 称 为 欧式 空间 。 
定义 2.3: {Bix M 是 Hausdorff 空间 。 知 对 任意 一 点 xeM, 都 有 x 在 MM 之 中 
的 一 个 领域 U PREF m 维 欧式 空间 了 展 ”的 一 个 开 集 , 则 称 M 是 一 个 m 维 拓扑 
流 形 。 
我 们 假设 上 面 定义 之 中 提 到 的 同 胚 映射 是 
фи: Upu( U), 


这 里 
$q (U) 

是 欧式 空间 之 中 的 开 集 , MECU, uv(Z) ) 是 拓扑 流 形 M 的 一 个 坐标 卡 。 因 为 Qu 
ER, 所 以 对 任意 一 点 Ye U, 可 以 把 puly) e R ”的 坐标 定义 为 y 的 坐标 ,， 即 命 
ш =(ф„(у)),уєШ,?=1,+-,‚т, 

我 们 称 u (121, 2, =, mA y eU 的 局 部 坐标 。 

WE(U,, Pa) 和 (Vs ,de) 是 流 形 之 中 的 两 个 坐标 卡 , BV, = $,(U,), V, = 
gs( Us ) 为 欧式 空间 之 中 对 应 的 开 集 。 那 么 两 个 坐标 卡 之 间 的 关系 可 能 出 现 有 

e U,NU, = 多 ,此 时 我 们 称 坐标 卡 (U。, $。) 和 ( Us， qe) 是 任意 相 容 的 。 

° U, QU, Ø, HERT Vag = :中 iwinvs) 和 Vp,s。= Pg ( Up 咯 U) 是 欧式 空间 之 中 
的 非 空 开 集 ; 显然 下 面 两 个 映射 是 同 胚 
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Pp * 6; :6,(U, NU) Ф000); 

Ф. "Фа :Ф U, QU,) o, (U, QU, ). 
如 果 上 面 的 映射 都 是 СОг 次 连续 可 微 ) 或 者 C” (光滑 ) 或 者 C" CREE 的 , 我 们 称 
坐标 卡 (U。, $。) 和 (Us, by) 是 CRE С" RE C" 相 容 的 。 

定义 2.4: 假设 M 是 一 个 m 维 的 拓扑 流 形 。 如 果 在 M 上 给 定 了 一 个 坐标 卡 
集合 C= | (Uy, ba) lacs, 满足 如 下 条 件 , 则 称 C 为 M 上 的 一 个 C'(C”,C”) 微 分 
机 构 : 

L. {U, has EVE M 的 一 个 开 覆 盖 ; 

2. С 之 中 的 任意 两 个 坐标 卡 都 是 C'(C^ , C*) 相 容 的 ; 

3. C 是 极 大 的 , Hl: M 的 任意 一 个 坐标 卡 ( ,do ) 如果 与 C 之 中 的 任意 一 
个 坐标 卡 都 是 C'(C* , C) 相 容 的 , 那么 此 坐标 卡 (U, by) eC. 

在 光滑 流 形 之 上 , 光滑 函数 的 定义 是 有 意义 的 。 设 函数 /是 定义 在 m 维 光 滑 
流 形 MZ ESR. FM x e M, (Us, ф.) 是 包含 点 x 的 容许 坐标 卡 ,那么 
函数 

fé :Ф.(0,) >R 
是 定义 在 欧式 空间 民 ” 的 开 集 Ф, (U,) 之 上 的 实 函 数 。 如 果 函 数 Ф 是 光滑 
的 , 我 们 称 函 数 f 在 点 x 是 光滑 的 ,如 果 函 数 在 流 形 M 上 的 每 一 点 都 是 光滑 的 ， 
则 称 函数 了 在 整个 流 形 之 上 都 是 光滑 的 。 

函数 /在 一 点 x 的 光滑 性 实际 上 与 点 x 的 容许 坐标 卡 的 选择 无 关 。 假 设 点 x 

有 两 个 容许 坐标 卡 
(Ura Oanda CU, by), 
那么 我 们 有 
U. DU, ë, ó, * pg :Pg( U.N Ug)=™h,( U, N Ug) E C”. 
于 是 
So Фе mf ov ó, ` bp 
在 点 x 也 是 光滑 的 , 因此 光滑 性 的 定义 与 局 部 容许 坐标 卡 的 选择 无 关 。 

对 于 光滑 流 形 M 上 的 每 一 点 x, 都 有 很 多 通过 它 的 光滑 曲线 , 通过 容许 坐标 
+, 我 们 可 以 知道 , 通过 点 x 的 光滑 曲线 在 局 部 上 就 是 空间 R" 的 曲线 , 于 是 可 以 
微分 计算 曲线 的 切线 , 并 且 满 足 坐 标 卡 的 变化 规律 。 此 类 切线 集合 起 来 , 可 以 认 
为 是 点 % 的 切 空 间 , 记 为 T.M。 所 有 的 切 空 间 集 合 起 来 , 可 以 认为 是 切 从 , i 
为 ТМ. 

在 每 一 点 x 的 切 空间 TM, 我 们 定义 其 上 的 正定 对 称 二 次 型 , 记 为 С, 在 局 部 
标 架 之 下 , 可 以 表示 为 

ds? (x) =G, -g,(x) du аш. 
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如 果 可 以 整体 光滑 地 定义 于 整个 流 形 之 上 , 那么 我 们 说 C 是 流 形 M 的 黎 曼 度量 。 
通过 单位 分 解 函数 , 我 们 可 以 构造 出 整个 流 形 之 上 的 黎 曼 度量 。 实 际 上 ，, 我 
们 有 下 面 的 著名 的 命题 。 
命题 2.1: 任意 的 m 维 光 滑 流 形 之 上 必 有 黎 曼 度量 。 


2.2 黎 曼 几何 结构 方程 


有 了 流 形 之 上 的 黎 曼 度量 , 我 们 就 可 以 推导 黎 曼 几何 的 基本 方程 。 
(N, ds ) 是 黎 曼 流 形 , S=(s,, +, sy) flo = (o, °“, o") Е TN, 
7 的 局 部 正 交 标 架 , 显然 有 
S-S'-I,og'*og-l. 
设 D 是 联络 , o, т, О 分 别 是 联络 形式 、 挠 率 形 式 和 曲率 形式 , 那么 有 以 下 


方程 。 

e 运动 方程 
DS =®®@5, DS, =o! 98, =Ti,.0° @S,, (2-1) 
Do = -o Go, Do’ = -0° о}. (2 -2) 

e 挠 率 方程 
р(095) = 095 -0o \w®S = (do -o Aw) @S =7@S, (2-3) 
т= іс -o Ло, 1^ =do - o^ Л оў. (2-4) 

e 曲率 方程 
D'S=D(w®5) = (do -w Ло) @S = 0@S, (2-5) 
D'S, Riso" Ao" @S;,, (2-6) 
Ро =D( -c@o) = -c@(do -o@o) = - c @Q. (2-7) 

e 第 一 Bianchi 方程 
D’(g®S)=oADS=(oA\N)®S, (2-8) 
D'(a&S) =D(D(c@S)) =D(1@S) = (ат ++ Ao) 95, (2-9) 
ат +тЛо = с ЛО. (2-10) 
e 第 二 Bianchi 方程 

D'SED(D'(S)) =р(095) = (40 +Q Ao)@S, (2-11) 
DS =D (095) =w А 0®5, (2-12) 
dQ =оЛо - О Ло. (2-13) 

° HATE 
0-DI-D(S-S)-oQS-S +S ° 5 о =о+о", (2-14) 


0=01= (5 - 5) = 095 + S+S- SON = Q + Q'. (2-15) 
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注释 2.1: 在 本 书 中 ， Was 故 约定 : S,-S' o" =0,, r= 


ТА» wa = MAB» ГА ac = Гавс› Qj =0,в, Каср = Rgcp: 

黎 曼 联络 由 相 容 方程 和 挠 率 为 零 条 件 唯 一 决定 , 这 就 是 著名 的 黎 曼 联络 存在 
唯一 定理 。 

定理 2.1: HCN, d?) ERZE, o 是 局 部 正 交 余 标 架 , 那么 黎 曼 联络 o 由 
以 下 方程 唯一 决定 . 

w+w =0, de - с Ao =0. 
对 于 黎 曼 流 形 上 的 任意 张 量 T, 
T=T yg" Q--Go^GS,Q--GS,. 


定义 其 协 变 导 数 如 下 : 
DT = У Tam 
Т (2 - 16) 
2R TE + TA e 
DT a = > DEI uc 
oath, D met. мй 05 ol + Y pei (0-17) 
l<a<s 1<b<r 
有 Ricci 恒等式 
Tiu Ta = "E Туи Ria = У, Ту КЕ ри (2 -18) 
特别 的 ,从 曲率 张 量 出 发 ， 可 以 定义 新 的 张 量 和 函数 
We = о Or = ERr er. (2 - 19) 
R = 5 R. = ук, (2 - 20) 


从 Bianchi 方程 、 相 容 方程 出 发 可 以 得 到 下 面 的 定理 。 
3382.2; 设 (N, dy ) 是 黎 曼 流 形 , 其 上 的 曲率 张 量 、Ricei 张 量 、 数 量 曲率 
满足 


Ryu = -R jikl = = - К « = Кы, (2-21) 

Кы + Кы, + К, =0, (2-22) 

Riu, к + Rin, к + Rink. 1 =0, (2 -23) 
1 

> R. =R... (2 -24) 


特别 地 , 完备 、 单 连通 、 常 截面 曲率 e 的 空间 记 为 R (e), 满足 以 下 简单 
关系 : 

Ragcp = — с(Ӛасдвр — арӧвс) ， (2-25) 

Ray = (п- 1) cy, Rz n(n-1)c. (2 -26) 
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2.3 共 形 几何 变换 公式 


本 节 中 主要 回顾 共 形 几何 的 基本 知识 ,参见 文献 [102 ] 。 为 了 方便 起 见 , 引 
进 一 个 符号 称 为 Kulkarni-Nomizu Rk: it a, b 是 两 个 对 称 的 (0, 2 ) 型 张 量 , 通过 


以 下 运算 构造 (0, 4) HIKE a @ b: 


(a 6b) 4, = (аб, — ab, + by ay 一 bi, i 


BN, ds? ) 是 黎 曼 流 形 , S=(S,, =, S,)', o = (0, =, o') 是 局 部 正 交 标 
架 , 那么 ds* = Y (o)? Ku EN Е, 考虑 N EXE HERES! = e" 


ds*。 本 节 的 目的 就 是 要 推导 (N, ds”), ，(N，ds? ) 之 间 的 各 种 张 量 之 间 的 关系 。 约 
E: (N, d) EAS ЖЕЕП ER, BR, f =erg E(N, ds7) 的 局 部 正 交 


标 架 。 


ROEN, а) 的 联络 形式 , to 是 (N, ds*) 的 联络 形式 。 根 据 定理 2.1, 有 


du = Уу uo", 
A 
w+w' =0, do -o AG =0, 


+o =0,d F -FN =0. 


do’ =d(e“g*) =e" У изо" A o“ + еіс? 
= e" Suga” A o" + eo" Nas 
= EA ^ (u po’ +в) 
= Уо" Л (иво? - ило" + v5). 
BA, 我 们 证 明了 下 面 的 定理 
定理 2.3: 在 (N, de ) CN, ds ) 的 标 架 S$, S F, 有 如 下 关系 


NB B A B 
wa =u 4C us 十 4， 


ib RN, ds") 的 曲率 形式 , 而 O 是 (N, ds?) 的 曲率 形式 。 


(2-27) 
(2-28) 
(2-29) 
(2 – 30) 
(2 -31) 
(2 - 32) 


(2 -33) 


(2 -34) 


(2-35) 
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dus >uio ,Du = du, -ucok = U gO", (2-36) 
| 2+0'=0, do -o Ao = Q, (2-37) 
O+ O =0, dó - @ AG = ©. (2 -38) 
由 定理 2.3, 有 
Raos Nê” = OF =d at -0 Nat (2 -39) 


= 4(и до? -u во" +w4) - (u лс“ 

-u со? +0) Л(и ca^ -u a^ +w) (2 -40) 
= du ло +u do” - du po“ -u pdo" + ао" 

-u au co Ла" -uso Ao +u pu ро" Ло? 

-u cu во Ла“ +u ca^ Acc — и сю Ло" +u во Ла - Awe (2-41) 
= (du, -u саң) Ao" +u (do? -0° Лоё) – (du, -и сос) ^a* 


-u (do -ao Лос) -u ,u ca^ Ла? + Dulo" Ло" 


-u cu во“ Ло + do; -w Awe (2-42) 
=u o° Ла? -u o^ Ла" -u ди ca^ Ла" + IDul'o^ Ло? 
-u cu во" Ло +Q (2 -43) 
=u 4cOpp0° No” -u вро“ No” —и ди сёз Ло? 
+u gu бо No” + LDul?8 Bp0° Ao? + Rao Ла? (2-44) 


11 ~~ 1 1 
= — (U AcÓgp —U всдлр + длсИвь -pcU дь) ла? == — (u 4u Sep 
2 e 2 e 


~~ , 11 2 
—U ви сблр t Ó,cU gU p —бвсш AU p)O AO + 2 I Du (8,8 


- 8,5.) 65, 3^ + вой" 2 (2 -45) 


=> 15500496) 00”) = 2 [ear ((Du@Du)® 5) асло" ] 


1 - IDul? 11 ; 
Tra 2e% (898) 4595 ] t> водо" ]. (2 -46) 


2 
这 样 , 用 活动 标 架 法 证 明了 下 面 的 定理 


定理 2.4: ECN, ds ) RICN, ds) IS, SF, 曲率 张 量 或 函数 的 变化 规律 为 
IDul? 
2 


=— 


Riem =-1-[ (D^u -Du@Du)® + 
e 


6 66 + Riem], (2 -47) 


1 
R sev = e it и AcÓpp — U всдар + длсИвр — Өвс sv | 
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— [u 4U (Opp — u gu cap + Sc, p — scu ди] 
+ IDul (84,855 —бльдвє) + Rasen! › (2 -48) 
| Ric - Ric - (n -2) (Du - Du&Du) - (Au + (n-2)1Dul?)8], (2-49) 


y 1 
Ray 2x Ras = (n -2)u a + (n -2)u us 


- Aub 4, - (n -2) IDul/8,5], (2 -50) 
Ё = R-2(n -1)Au - (n -1) (n -2) Du. (2-51) 
TERE 2.2: 在 上 面 的 定理 及 其 推导 过 程 中 , 对 4 的 协 变 导 数 都 是 在 (N, ds?) 的 意义 
下 进行 的 。 
在 黎 曼 几何 中 , 对 曲率 张 量 有 以 下 著名 的 正 交 分 解 , FP nz4 В, У A 
Weyl 张 量 。 
Riem = U@VO@W. 
e 4 dim,N =2, 


U= - (868), y 20, W=0. 
e £idim,N =3, 
R (OR 
U- - (895), V=- (Ric -48)08, W=0. 


e {1 dim,N=4, 


R D «x JR | 
Inka її ó, V 7 2 (Ric 5,9 8, W = Riem - U - V. 
id X = ОФУ, 则 
Riem = X@ V. 
° 若 dim,N =2, 
x= - (sos), w=0. 
° 若 dim,N =3, 


X= - (Ric - £5) 08, W =0. 
e 4 dim,Nz4, 
1 i 
Г ыы a 5 
“4 n>3 В, 定义 Schouten 张 量 和 Bak 张 量 分 别 为 


R 
Schi = (С,) =: Rie ze: (2-52) 


z7 6)06, W = Riem - X. 


第 2 章 黎 曼 几何 基本 理论 / 13 


Bak = (Bi) = (Rj, - К) -57 (GR, -6uR,) (2 -53) 


Ta. -1) 
= Cj - Cu. (2-54) 


Yy 


BR, 4 n23 BF, X= - Ls. 


ECN, ACN, ds?) HIRE S, SF, 直接 计算 有 
Riem = PID = XOF. 


e dim,N =2 
0= (sos) (2-55) 
=-1( -F(R -24u) (808) (2 -56) 
e 
D, ROI 
=-( T +-уАи)(8®8) (2-57) 
- LU TAu568], (2-58) 
е 
7=0, W=0, X= [x+ T Au508]. (2-59) 
e dim,N =3 
R 
= -p (68) (2-60) 
s$ ~ 5) (R -44u -21Dul’) (508) (2-61) 
=- -Ë ++ IDul?) (685) (2-62) 
eO 
= 110+ 14895 +2-1Dul*5 06], (2-63) 
F 6 
arn M 
y- - (Ric -35)Q65 (2 -64) 


= (Ric - IDul^8 — Aud + Du&Du — D'u - 58 
е 


+ Auð +7 1Dul 3)08 (2-65) 


= Sp (Ric - 58-3 (IDul - Au)8 + Du @Du — D'u)6 6 (2 -66) 
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= [V+ (1041? -Au)8 05 + (Dru - Du@Du)@ 8], 


W=0, -iiss |Dul?5 ® 8 + (Du - Du @Du)% 8]. 
e dim, N=4 
p= -"С®-5) 
1 1 
=al -| 
Te 2) |Dul?) (868) 


1 R 
=a “Gala oy a Laut -2 Dul?) (808) 


1 
=U +--Аш8®б + Dıl 2506], 


p= EE E, 5)@5 


20-215 Lj) x [Rie - (n -2) IDul°8 - Aus 
tn -2)DuGDa (а-у, +28 oL] Р 
— -2)\р:8]®8 


1 


=L т” 


_ Rs) 41 اسو‎ - 68 
n n 

+ D'u - Du @Du ]@ 8 

= 三 [V+ 二 ( IDul? - Au)8 ® 8 + (Ри -Du@Du)® 6] , 
е 


Y= OCC IDul'868 + (D'u -Du@Du)O8], 


=— 


ftis = (ет + |Dul 2508 + (D'u- Du&Du)68], 


F-m- ЖЕ 
e 


e dim,N2>3 


a _ R 
E -ara ae 


1 I R n-2 
Tus Rie ~e 197 2 


(2 -67) 


(2-68) 


(2-69) 
(2-70) 
(2-71) 
(2-72) 


(2 -73) 


(2-74) 


(2-75) 


(2 -76) 
(2-77) 


(2 -78) 


(2-79) 


(2-80) 


(2 -81) 
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+ (n -2)(Du@Du - D'u) ] (2-82) 
= Seh - (n -2) (Du - Du&Du) - "2 pus]. (2-83) 


WD, D 分 别 是 (N, dé), (N, ds”) 上 的 黎 曼联 络 。 定 义 曲率 张 量 的 协 变 导数 
如 下 : 

e Ricci 曲率 

D Rs =Й» со" =d Ru – Ќо — ов, (2-84) 

РЁ, = "Ry 20° =d Ё = Rego -Rron (2-85) 

=d Ry - (ох tu yo” -u po") - (өв +u po” -u po”) (2-86) 

=R pco" - Ryu yo’ + Rpgu ро^ — RAPu po” + ъи po” (2 -87) 

= Ry co – (и Rec +u й, —буси ppg — Spc. pRa or (2 -88) 

= Ruc = (urbe +u uenia R, -nct pps) 1G". (2-89) 
。 数量 曲率 

D R=Ryo° =dR,DR=R o° =d R. 


A 
Razz = [Rune = UN. M +u auc -Bicu pps - scu Ё $1. (2 -90) 
Ri E, (2-91) 
对 于 Bak KE, 计算 有 
Bak = Ё a — Roc x - NCE 2m 21) uke -8, à) (2-92) 


= = Na. c (8, "P +u he - 8c pps - scu ьЁы )] 


1 
- [Reo 一 (u Ë, T u cfi -Ogu pec 一 scu pps )] 


1 
“a= a rem -8, R p) (2 -93) 
== (Rae c 一 人 4c,B +u cus -u sc +ó,cu PË, - su PR) 


i d . 
e"2(n -1) 


对 上 式 各 项 分 别 计算 之 


CE (2 -94) 
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1 
и cus -ивЁЙс = Fast c -R,cu в + (n -2)u cu g = (n -2)u ис 


Riso g 


+ Аиб,си p — AuÓ,gu c 
+ (n -2) IDul'8,cu в = (n -2) |Du l’ Sgt єс}. (2 -95) 


1 
Rics = -2(u cf, -u pyc) + {Rg.c 一 Rice + (n -2)u acs = (n -2)u вс 


+ (n -2)u си g — (n -2)u gu c + (Ди) ӧл — (Аи) сб 
+2(n-2)u ьи pgôac —2(п -2)u ьи блв P (2 -96) 


3 1 
Gucu pps — 8g, ppc =- (acu Крв 7 Sug pRpc 


ё. с 


+ (n —2)6,8U. ри pc - (n —2)64cu pU. pg 

+ (n -2)8,: | Dul*u p - (n -2) 84, |Dul?u c 

+Дид ви c — Дид дси p 

+ (n -2) Dul’ su с = (n =2) |Dul6,cu g}. (2-97) 

-&,R , = [28,cu pR -28,5u cR +4(n -1)8,,u „Аи —4(п –1)8,си „Аи 
*2(n -1) (n -2)6,gu c IDul? -2(n -1) (n -2)6,cu. в Іри\? 
+ [Rc -&,cR в *2(n – 1)6,, Au) в -2(n -1)6,5 (Аи) c 
*2(n -1) (n -2)ó,cu pu pg -2(n - 1) (n -2)6,gu. ьи pc] l- 
(2 -98) 


综合 以 上 的 计算 , 有 


Bak 


1 
TA Roc -Rcs + (n -2)u pcg = (n -2)u ac + (n -2)u сив 


- (n -2)u ви c + (Au) ,6,c = (Au) сб,» +2(п -2)u ьи pp Sac 

-2(n -2)u ьи бав = Rast c; + Кси g = (n -2)u си g + (n -2)u вис 
= Au,cu в + Диб ви с = (n -2) IDul8,cu g + (n -2) IDul Sg c 

* cu. pRpg —блӊи pRpc + (n —2)ó,su pu pe = (n —2)ë,cU pU. pg 

+ (n -2)8,,IDul^u p - (n -2) 84g |Dul?u c dris c = Аиддси в 


l n — Dant c R 


s cAu +26,си вДи — (n -2)6,gu. c |Dul? + (n ps IDu |? 


+ (n -2) |Dul6,,u.¢ — (n -2) риси g => L وسو‎ К+ 


зр 3 1j (bc да) -ôr (Au) а By (Au) ç 


— (n -2)6,cu. ьи рв Сее РШ рс} (2 -99) 
1 


= oar Ue -Ricse - 2(n Ha all -é,cR 5) 
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=(n= 2)u pl = z 2 (Rape = Касди + Sug Ry; —64cRpg ) 
MM “êê Kase] +R gs Rate 
(n - 1) (n —2) ‘9289 — O4cOpn APBC acl’ p < Кави c 
R R 
+64cu p Rpg — ави ppc d^ "a 7 penal (2 -100) 
= {Bak - (n -2)u „ьс }- (2 -101) 


“4n=3 时, W=0, 所 以 
Bak =-1_ВаЬ. 
e 
这 样 , 用 活动 标 架 法 证 明了 下 面 的 定理 . 


定理 2.5: 在 (M, 45°), (М, ds? ) 的 标 架 9, SF, U, V, W, Bak, Schouten КЕН 
变化 规律 为 


e dim,N =2 
Ё=-Ы(0 +76 08), (2 -102) 
е 
V=0, W=0, (2 -103) 
X - LOC CT Aw 06). (2 -104) 
e 
e dim,N =3 
Ё=-Ы(И +7 Aus 06 +-_1Ри?8®8), (2 -105) 
e 
P= [V+ (Dul? = Au)866 + (Du - Du&Du)69], (2 -105) 
e 
i-o, ¥-1[x M Hd ee (2 -106) 
e 
Schi = 二 [Su - (Du - Du&Du) ->-1Dul28], (2 -107) 
Bak = 1 Вак. (2 -109) 
e 
e din, Nz4 
Ü- LU -Aub 06 «7 IDul868], (2 -110) 


e 


TOO PME pm (2-111) 
e 
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= [x + 3-1Dul "308 + (Du -Du®Du) ә], (2-112) 
#=%-Ё= г, (2 -113) 
e 
Schi = (Schi - (n -2) (D'u - рири) - *—21Dul28], (2-114) 
e 


在 共 形 几何 中 , 下 面 的 定理 是 众所周知 的 . 
定理 2.6( 参 见 文献 [102]): E CN, ds ) 是 局 部 共 形 平坦 流 形 当 且 仅 当 满足 下 列 一 
种 情形 。 
e dim,N =2 时 : 总 是 局 部 共 形 平坦 流 形 ; 
e dim,N =3 BF: Bak =0, B|] Schouten 张 量 的 一 阶 导数 指标 可 交换 ; 
e dim,Nz4 HY: Weyl =0, 即 黎 曼 张 量 由 Schouten 张 量 决定 。 
特别 的 , 完备 、 单 连通 、 常 截面 曲率 e 的 空间 一 一 空间 形式 总 是 局 部 共 形 平坦 流 
JE, WH R (c), 满足 以 下 简单 关系 : 
Risco = —С(блсбдвь -Gin6sc ) > (2-115) 
Ry, = (n -1)c8,,, R=n(n -1)c. (2 -116) 
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第 3 章 ” 子 流 形 基本 理论 


本 章 主要 研究 子 流 形 的 基本 方程 , 包括 : 结构 方程 、 变 分 公式 。 同 时 也 列 出 了 很 
多 子 流 形 的 例子 。 大 部 分 内 容 都 是 新 的 。 本 章 的 指标 采用 如 下 两 个 约定 。1. 爱 因 斯 坦 
约定 : 重复 指标 表示 求 和 ; 2. 指标 范围 : 


IxA, B, C, D, ---<n+p, 1Si,j, k, l, ^n, n+1Sa, В, у, 6, «п +p. 
3.1 子 流 形 结构 方程 


本 节 主 要 研究 子 流 形 的 结构 方程 。 参 见 文献 [2,4]。 

设 x:(M', ds )—(М*?, ds) ET OE, x 是 等 距 淄 入 , BE x ds =d’, HS= 
(S,, S,)' 是 TN 的 局 部 正 交 标 架 , 对 偶 地 , Uto =(0', o ET N 的 局 部 正 交 标 架 。 
BBA e=x*S =x" (S,, 5,) = (е, e4) 是 M 上 的 拉 回 向 量 从 x* TN = ТМТ" M 局 部 正 交 
标 架 , 对 偶 地 , Ө 2x' o! E: T" M 的 局 部 正 交 标 架 。 

在 子 流 形 几何 中 一 个 基本 的 重要 事实 是 

6 =x g^ =0. 
有 等 式 
ds’ = > (@)”, dè = > (a^). 


Wo, 0 是 TN 上 的 联络 和 曲率 形式 , 在 不 致 混淆 的 情况 下 , 设 D 是 联络 。 


х*о=ф,х`О=Ф, (31) 
$, o o S, 
ns-es-n( S) -[5 MERI (3 -2) 
S O OD 5 
заз) ale) (3-3) 
I А 
конек р e 
е Ф Ф! е, 
Dre =x" (0e ede =| Hs ME | (3-5) 
ед А А А 


从 而 (D, e,, фг) Ж TM 的 联络 , (D, ey, фа) Ж T^ M 的 联络 , Of , фе -h;8 是 MM 的 第 
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二 基本 型 , 记 为 
B= Уу МӨ 90 e, В, = У ње, 


Yo 


从 第 二 基本 型 出 发 , 我 们 可 以 定义 出 很 多 的 基本 符号 , 在 下 文 之 中 反复 应 用 。 
当 余 维 数 为 1 时, p =1, id 


= i j ¿= wt. ы 2 _ 
В= 0 OE, А = Oa Hs XR S = X OQ, (3 -6) 
h; = h; -Hà,, B = hj, & 0 = B - Hd, (3-7) 
А = (А) =A - НІ, Š = > (hy)? = S - п, (3 -8) 


y 
Р, = (4), Р = Ð hi, P = У (h;)° = S, P, = 2, shh (3 -9) 
i y у 


P, = (A), P, =0,P, = Y, (hy = P, - 1 (р)? = §,P, = Y ААА, 
у yk 


(3 - 10) 
p =8-пҤ = S. (3-11) 
当 余 维 数 大 于 1 时 , p22, id 
B = МӨ G6 Ge, В, = Y hie, A, = А" = (hs) (3-12) 
1 x T a 
Н" = М,Н = Уне, Н = У), 5 = усю), (3 = 13) 
he = hî - H°S,, В = МӨ SO @ e, = B-HGdy, (3-м) 
В, = hj ®е„ = У, (h - Н5,)е, = В, - Hà,, (3 = 15) 
A, = Á" = (р). = (М =F) = A, = HPT = A* PT, (3 - 16) 
Se = (A Ap) = Уи, S = 之 Su， (3 - 17) 
у a 
So, = t(A,A,A,) = 2, к, (3 - 18) 
ij 
Sas = te(A,AgA,A,) = Y АҺА, (3 - 19) 
ijkl 
N(A,) = tr(A,A,) = Y (h) = Sas (3 – 20) 
у 
N(A,Ag - А„А„) = trl (A,A, — А„А„) (A,A, — 44) ] = 2(S。 — в), 
(3-21) 
Š = > (Aj)? = У (h - Ну)? = 5-а, (3-22 
ya Ya 
Sa = tr(A,Ag) = tl (A, - H")(A, - IP)] = Sy – ni, (3 -23) 


Sa, =tr(A,AgA,) =tr[ (A, – Н) (A, – НГ) (А, - HI) | 
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= Sig, +2nH" HOH” -SeH -Sp H -S,,H", (3 -24) 
Sas =t(A,AgA,A,) =trl (A, - Н") (Ap - HPD) (A, НТ) (A, -PI ] 
= 5 -3nH" IPH' H? - "Sy, — H Says — H 5 – Н, +S HF 
+S HH +S „НН +S; H^ HP 


+5 HH e SH" HP, (3 -25) 
N(À,) = АА) = VU? = S... (3 - 26) 

y 
N(A,Ag - AA.) = trl (A,A, — А„А„) (A,A, — А„А„)'] (3 - 27) 
22/8 — Sag) (3 – 28) 
p =S-nP = У 5„-п(Ҥ)2 = ¥ 5q = S. (3 -29) 

显然 ， 有 

S. 20, $20, 5,20, $20, p>0. (3-30) 


id TN, TM, ТМ 上 的 微分 算 子 、Christoffel 和 黎 曼 曲率 符号 分 别 为 d, du; T4, 
о, Rijens О;Г,, o, Rin, Q0 ;Г®,, o, Bas Q+. 


于 是 
w+w =0, de -o Ло =0, (3 -31) 
240! =0, do -o Ao = Q, (3 -32) 
g AQ x0, c AQ =0, 4О=»ЛО-ОЛо. (3 -33) 
对 (3 -31) 拉 回 
中 + 中 =0, pi =T40°, x Ti =T4， (3-34) 
Га = -Га, Га = -Г =i hg, Th = -Га, (3 -35) 
4,0 -0 A¢ =0, d,6' -6 Ao; -8 ЛФ! =4,0' -0 Ao; =0, (3 -36) 
dy, -0 Ad; -0 Ady = -0 Ad; =0, hš =h. (3 -37) 
对 (3 -32) 拉 回 
P+D =0, d, = 50" (Ry ONG, (3 -38) 
Riu =x" R. = -Riu = -Rimo (3 -39) 
Ri, =x" Rg, = -Ё = -Rie (3 -40) 
对 矩阵 Ф =4„ф -o Ap 的 第 一 部 分 
Ф, -Q' - ; Adi, (3 -41) 
q Ra ЛӨ = RE ле + Y MSS NU (3 - 42) 
= Is + Vh; -hihat A8, (3 –43) 
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Кы = Ry + È ha ha — hihi. (3 -44) 
ITERE b = dy - p A 的 第 二 部 分 
Df =dyd; -ф, A; -Ф Adi, (3 -45) 
qus = Ф" -dhz A8 -h d A8 – Аф" NO + фа" (3 -46) 
i05. zhi DONG, (3 -47) 
Ra =}; =h, p (3 -48) 
АЖ: b =4„ф -0 ^o 的 第 四 部 分 
o, = фі - 4 ^i -p1 Ad} 2Q* - 01 Adj, (3 -49) 
> RAP = REN + көлө (3 - 50) 
= + (Rk + Ум - раһ), (3 = 51) 
oj = Ко + > һу» - hh. (3-52) 
对 (3 -33) 拉 回 
ӨЛО =0, 8AQ' =0,0 Л (Q;,)' =0,0 A(07) =0, (3.-53) 
3 Ru A0 Ag 20, Кы * Ry + R3, =0, (3 -54) 
jh КӨ ЛӨ ЛӨ" =0, Re, + К, + К =0. (3 –55) 
а Ф=ФЛФ-ФЛФ, (3 -56) 
对 于 矩阵 d, =p Ao -PAG 的 第 一 部 分 
dy, 26; АФ, +ф; ЛФ, - 4; Ad; -PI Ad, (3 -57) 
ld. R,,0 ЛӨ - FR, ле - Ruye лө (3 -58) 


1 = p 1 > 7 Ix a pa 
= аим e ^ ө d 5 Rud; e A e +“ TP (hi, Ri М = hin Ru ) 


cio - (3 — 59) 
Rina, m -È (Ruha = Ruhan) )€ A8A0" = 0, (3 - 60) 

Riju, m + Ruk + Lom = > (Rh EL - Ris. Fe 2, (Rh, = R Non ) 

- У, GC = һа) = 0. (3-61) 


对 于 矩阵 (3 – 56) 的 第 二 部 分 
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d 9; 26; Adj +ф AD, -D Api - Фу Adi, (3 -62) 
IG. + ( Y Rh, - 2, Rati) OA AG = 0, (3 - 63) 


Ria + Ruy + К, + ( >, Кы = >, Кым) + 
СУ Кыһ;- У, Fe м) + SR - FRM) =0 (3-6) 


对 于 矩阵 (3 -56) 的 第 四 部 分 


dy Pi =ф, Ad; +6, Adj -Ф, Api -D4 Adi, (3 -65) 

ES a i 1 

>L - У (ЕА, – Roh.) 10 ЛӨ ЛӨ = 0, (3 - 66) 

Raj, + Ra. + Raj 一 > (Ку = Rh) - 

> (R h, 4. Rh) Е EG T Кр, hy) = = 0. (3—67) 

对 于 第 二 基本 型 ， 下 面 的 Ricci 恒等式 是 重要 的 

hj u E LT = Y Е, + > hip Rn + 2 Mi Reo (3 - 68) 

p 
= У, Ме Rew Е x (hih, - Mh, )] + > We [Rey ар? (hh, - hih, ) ] 
Р В 

+ У. IR aBH 一 Y (hg, hê, 一 "T" (3 - 69) 


= Y hs Ru + » Кы + Zh Кы + 
p 


У, (һә, - MAI) + У (hhh - hehe) + 
РВ 
У, (nbn һа — hehe KP). (3 -70) 
РВ 


综 上 所 述 , 我 们 得 到 了 子 流 形 的 结构 方程 定理 。 
定理 3.1 (参见 文献 [2] ) : WE x: MN 是 子 流 形 , 张 量 的 变化 规律 为 


hs = he, Кы = Кы + > ho hs — haha, (3-71) 
Rh EL Ade = К + > № - he hs, (3-72) 
R; = 5 Ry- 2, hh * Y uris, (3 – 73) 
R = У R. =S +n, (3 – 74) 
ў 
Ru, + Кад + Rink 一 z. (Ruhe, — Ruhe, ) 
- У, Gh, = Rimh - > (Кыл - К) = 0, (3-75) 


Кы + Ria; + ше. -y ы 
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+ ( Ruiz = Y, Кым) +( Ruha = Y, Rah) =0, (3-16) 
Р В p B 
Ra; 5 Rw. + Rij x > (R; M, T Rh) 
- Y GG = Raha) = У, OG - Raha) = 0. (3-77) 
注释 3.1: 在 定理 3.1 中 , 前 三 行 等 式 是 经 典 的 结果 , 后 面 的 Bianchi 等 式 是 新 推 
导 的 结果 ,当然 也 可 以 由 Gauss, Codazzi, Ricci 等 式 协 变 导 数 得 到 。 
dx N 是 空间 形式 R” (c) ,众所周知 有 如 下 关系 
Rises ا‎ (блсдвр —блрбвс). 
代入 定理 3.1, 可 得 如 下 推论 : 
推论 3.1( 人 参见 文 献 [2] ) : KN 是 空间 形式 R” (с), 子 流 形 x: MR" (c) AW 
下 结构 方程 。 


dx =6'e; ‚де, = фе, + bres -cgx ,de, = e; + des, (3 -78) 

hj = hi Rig 2-c(848; — адр) ¬ > (hshs 一 haha), (3 -79) 
R; = с(п -1)8, - Y hgh + У, niPh;, (3 -80) 
Remtn-1) i ыг, (3 -81) 

Мы = Мы, R. == У, OS = hy), (3-82) 
Rju, + Rian, + Rim, 70 Ries + Ring + Ку, =0, (3 -83) 
Raja + Rage, + Repu, | 70. (3 -84) 


注释 3.2: 在 定理 3. 1 和 推论 3. 1 之 中 , 对 Rgcv 的 协 变 导数 都 是 在 拉 回 从 上 进 
行 的 。 
命题 3.1: Vt x: MN 是 子 流 形 , 有 如 下 Ricci 恒等式 
° p>2, 一 般 子 流 形 
hju = hj = > hy Ryu + =. hs Ryu + > hi Ra, 
Р p 
+ > (hehehe, 一 hs hs hê, ) + > (hehe ht 一 Ө, 
+ У ОМ, = ММА. (3 - 85) 
e pz2, 空间 形式 中 子 流 形 
hë a -hé n =c(6uhs =8, 8, hi, — бу) 
+ > (Miha hb, _ hi, he ho) + > (he ho, hj - hg he hi, ) (3 - 86) 
+ РЭ (Аһ Һа — hohe hê, ). 
e p= 1 , 一 般 超 曲面 
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hju = hj, u = > h, Кы + > h, Ry 
p p 
+ Y (huh, б + highly hk AQ). (3 -87) 


Р oe 
e p=1, 空间 形式 中 超 曲 面 
hyn hym =C(Syhy –ӧаһ +S, Әһ) 
+ > (hh, hy = hyhyhy + h huh, = hgh) < (3 -88) 


J 


3.2 子 流 形 共 形 变换 


本 节 主 要 讨论 子 流 形 的 共 形变 换 , 沿用 第 2 章 和 第 3. 1 节 的 符号 。 


ih NOR 是 光滑 函数 , Mds =e" ds? E: dF? 的 共 形变 换 ，(N, ds) 的 局 部 正 交 
标 架 分 别 为 


$-ls-l(s, sy, (3-89) 
e e 
б -e'g -e'(o! , g^). (3 -90) 
id 
du=u,0', dU, -U вол =U дво", (3 -91) 
dW ав -U cwi —Ш cg =U aco", (3 -92) 
Du= (шд) ағу , D u= (и лв) (n+p) xp) ‚№ (u) = (и psc) , (3 -93) 
Ww B= Wu. X Bo. (3 -94) 
dyu = 2 uO, dyu; 一 $, иф: = u j£ , (3.-95) 
i p 
dyu a -U d =U ai , (3 -96) 
Du = (и 1). Du = (и „)„„„, DD WH (tg) ones (3 -97) 
х* шу = иу Xu hi, x uy = Ug + hu, (3 -98) 
a " 
显然 , ds” =e”d’ 是 ds? 的 共 形 变换 ,因此 子 流 形 
xi(M, 4?)—(М, d?) , x:(M, di) —(N, dš) 
的 局 部 正 交 标 架 是 
M Е MN ME, 3 (3 -99) 
e e 
ó-x'g -e'8-e"(8 , 8^). (3 - 100) 


由 定理 2.3, 可 得 到 以 下 的 定理 。 
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定理 3.2: 在 (M, AIM, ds? ) 分 别 的 标 架 e, e F, 第 二 基本 型 的 变换 规律 为 
т _% - Bi 


È = КӨ 9096 =B- У ued? (3 -101) 


3.3 子 流 形 的 例子 


例 3.1: 全 测 地 子 流 形 B=0。 欧 氏 空 间 中 的 超 平 面 , 球面 中 的 赤道 。 
例 3.2: 欧 氏 空间 Er” 中 的 单位 球面 5"(1), 显然 的 请 =k, — =k, =1. 
例 3.3( 参 见 文献 [2]) : BO <r <1, M:S"(r) х5"°"(/1-)—5""1(1)„ ЖШ 


S"(r) = |тух|=1}Е"*!,5"7"(/1-т^) = /1-rx 1а, 1 = Е", 
М:= {х = (га, м1 а) SE", 

(rin + Fs) ea =F, a 

h; "FOF =:h,0 @0 = – «dx, de,,, > 


V1-r f 2 
= (ay 61У, 


例 3.4( 参 见 文 献 [38]) : LO <a, , а,, =, a) <1 满足 Y, (а)? = 1, 设 正 整数 


n, nj, ,mi 满足 2 п, = n.M =:5$"(а,) x xS (а) 9S" (1), 计算 如 下 : 
1 
5% (а,) ={a,x,:lx,1 =1}2""", --- 


, 


Saa = [a, „1.121411 = ; 
Mz xix = (am, ах, ``", ааа) | 9 (1) E , 


p+l 
2 2 
ds” = X (a;dx;)', e, = (62%, а, =, арн), (n +1) Sa < (n +p), 
Т 
p+1 


: ; аш 
МӨ ® 0 = — < dx, de, > =- Y,  (adx,)’, 


1 
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Ж 0 ж 0 bas 
а, а, Cp+l 
T 0 0 0 des Qui U @(n+1)(p+1) 
(hj) = : : : abes : 
0 о... leet) K n+p) U @n+p)(p+1) 
Bie Np +1 
p+ 


АА = I, Y аа, -Ó,-aa, У asa = 0, Y aap = by: 

例 3.5( 参 见 文献 [80 -92]) ; KEM Æ S" (1) PAST, 设 > k, > 
ok, 是 常 主 曲率 重 数 分 别 为 mm ，m，…， m,, пет +m, ++ +m, 有 : 

l.g 只 能 取 1, 2, 3, 4, 6; 

2. 当 g =1 时 , M 是 全 脐 ; 

3. 4 g=2 Bf, M=S"(r) xS" "(V1-r); 

4. `4 g =3 BF, m, =m, 2m, =2', k=0, 1, 2, 3; 

5. 4 g =4 HY, m, =m, m, = т. (m, т) = (2, 2) (4, 5) Ek m, +m, +1 = 
0(mod 2*7? ) , pRB (m) =#|s:1<s=m,s=0,1,2,4(mod8)| ; 

6. 当 g =6 时, m, =m, =: =m, =1 或 者 2; 


7. 存在 一 个 角度 0, 0 «0 cL 使 得 有 = cot(6+* =n), a=1,2, =, g. 


关于 等 参 超 曲面 , 最 近 唐 梓 洲 教授 等 有 一 系列 的 结果 ,参见 文献 [85 -89,91,92] 。 
例 3.6( 人 参见 文献 [ 84 ] ) : Nomizu 等 参 超 曲面 , 令 S" (1) = (x, xz, +з, xus 
xy) ER"? = R”*2:|x| =1}, HP п=2г>4„ E X RR: 


г+1 


F(x) = ( 25 (xz „э +4( У залаа). 


考虑 由 函数 F(x) 定义 的 超 曲 面 

M: = |x © S"*!: F(x) 2cos (21) | | 0 «t y | 
M; 对 固定 参数 1 的 主 曲率 为 

k =k, ==- =k, =cot( -1), k, = о 0), 


3 
M s اک‎ = = cot (> -t) 1 k. =cot( -t). 


例 3.7( 参 见 文献 [2] ) : Veronese HHI, E R° ALR? 的 自然 标 架 分 别 为 
(2, У, 2), (u, Uz, U3, Uy, us). 


定义 映射 如 下 : 
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2-8. mn = 
doit Uy a из a” 
ow d -y Y Us = то? £y -22), 
а? +у +2 =3. 
ALT HH Y — E A i: RP = 5° (/3)/7,—5* (1) , PRAWN Veronese 曲面 , CER 
小 的 。 


3.4 子 流 形变 分 公式 


本 节 主 要 讨论 子 流 形 的 变 分 公式 。 沿 用 前 面 的 符号 。 主 要 思想 取 自 于 文献 [4] 。 
W x: ROB, ds ) 一 (N, d ) 是 子 流 形 , X:(M, ds’) x (-€, є) (№, dF) 是 其 变 
Ars 
定义 : 
x,: R-X(., t: RMx |t] SN, te( -e, є). 
那么 每 个 x, 都 是 等 距 浸入 , MIE. xo =x. 


Bid, dy, dusce o Sdu +U AEN, M, Mx ( —e, e) 上 的 微分 算 子 , 设 变 分 向 


量 场 为 V = у, el, BIS = V。 通 过 拉 回 映射 有 


Хо =0+dtV, X* o^ =0 +", (3 -102) 
X* o =0 +41, X* g^ 2dtV^, (3 -103) 
X' o 2 * dtL, X* o =) +41", (3 -104) 
X" dj, =p. + dili, X* o? =p? «di? , X* wf = qf + dil, (3 -105) 
X'Q20-«drAP, X Of 2d 4 +dt AP, (3 - 106) 
ХО 2 di «dL AP, X* O° 2 d? + dr ЛР", (3 -107) 
X* OF = + A PS. (3 — 108) 
其 中 u 
X* oj =фа +44 =T40 + dt LTV, (3 -109) 
ps = 56, 12 p TAW, (3 - 110) 
"ЕС = FR (0° di^) ACO? +dtV’), (3-111) 


- Ras Ле" +de A (У? 86 V?)), (3 -112) 
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= Ruy NO edi A(Roa V8), (3 -113) 


Ф - Ra ЛӨ, Pi =. VR. (3-114) 
定义 3.1: 定义 张 量 
Zu sas s Pas =Z gð. 
对 于 以 下 三 个 方程 , 通过 拉 回 运算 , 可 以 得 到 变 分 公式 


w+w' =0, do -o Ло =0, (3 -115) 
О+О'=0, do -o^o-Q, (3 - 116) 
o AQz0, oc AQ =0, 40 =w AQ -Q Ло. (3 -117) 
拉 回 (3 - 115) 
ф+ф' +dt(L+L') =0, (3 -118) 
(dy dr A-Ž) (8-&drV) = (6 dV) A (ó +) =0, (3 - 119) 
中 + 中 =0, 1+1 =0, (3 – 120) 
dy -A6 «dr AO -d,V - Vo aL) =0, (3-121) 
dy8 -6Aó =0, PM Vb -6L, (3-122) 
9 Lay + Vq ev -0L - 6L, (3 -123) 
=DV +V -0L, (3 -124) 
£ - У (И – FHV - Le, (3 - 125) 
j C€ 
9 a «vela -OL -L (3 - 126) 
= ру «Vo; -@'L}, (3 -127) 
йэй» MV, (3 - 128) 
Lij = Vy + DAV + УМ, + У ЕУ. (3-129) 
p p p 
拉 回 (3 - 116) 
Ф+Ф +dt(P +P’) =0, Ф+Ф' =0, P +P =0, (3 -130) 


@ «dr AP = (d, кал) &diL) -($ *diL) Ag dL), (3-131) 


Ф=4„ф-фЛф, 0 =dyL «L6 = $L +P. (3 -132) 
XFER Ф = 4,ф -中 人 由 的 第 一 部 分 , Li 不 是 张 量 , 但 是 可 以 形式 地 记 为 
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LH 
at 

= DL + Lid, -bi +P, 
OF, j aga apa 7 
F eda 2, hali - 2, Lha + Zi 
= 之 г, + УГУ + У IH. 
pa p 
RFE b =4„ф - 6 Ao 的 第 二 部 分 , L 是 张 量 , 记 为 


in 
ot 


du «Ld + 9, -WD =ФИШ +P; 


-dyL; * Lib; * Lj -pili -pLi +P; 


=DL + ифи -bila +P’, 


Î = IF, + > Lh - Y +Z 
г 


y 


= У V, + уњи + LU 


(3 -133) 


(3 -134) 


(3 -135) 


(3 -136) 


(3 -137) 


(3 — 138) 


= V% + Di» + L^ * >; 一 У, hits 


ip "pj 


+ Y SV - Y RV. 
PB B 


XT THEM b =4„ф -ф ^ à 的 第 四 部 分 , LE 不 是 张 量 , 但 是 可 以 形式 地 记 为 


90, 
и = 1 + Ladi + афи фиа -pLi +P. 
= DL, «Lido -bl +Р\, 
ary, * 
a CES De AUS + Z. 
p p 


- Уг. + D Tah + У, Га. 


p 


拉 回 (3 - 117) 
(0 - dtV) A(® +4: ЛР) =0, ӨЛФ=0, Vb -0 AP =0. 
Ex Bianchi 恒等式 , 对 于 (3 - 1077) 的 后 半 部 分 , 有 


LHS = (dy +dt A) (b + dP) -dy «di A (99 -dyP), 


RHS -($ *dtL) \(®+dtP) - (b + Р) A ($  diL) 
=p A -PAo +dt(L -pP - Pp - oL), 


а Ф=фЛФ-ФЛф, = -d,P +L® - P - Pó - OL. 
对 于 和 矩阵 (3 -56) 的 第 一 部 分 


(3 -139) 


(3 -140) 


(3 -141) 


(3 - 142) 


(3 - 143) 


(3 - 144) 


(3 - 145) 
(3 – 146) 


(3 - 147) 
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аф, 
ту TWP, “QP, -Pihi ФР, – Рифа + Li Li, - ФИ -Ф, 


9h Zt NG + уме Nd + X Zur ле 


+ LL Ж = رر‎ „+ DOL - У ІФ, (3 – 148) 
— = (Zinn - fy i) + È (hà Zi - - hi Z% + Zahi — Zaha) 
+ Y (КЫ - Lf К) - > (R, W, + R&V.) 
А 
+ У (R; ASV + Riy hs Ve) + > (Кый, + R, I). (3 - 149) 
pa 
对 于 和 矩阵 (3 -56) 的 第 二 部 分 


ad} 3 
^a P; - $P, -Pipi – Рофи “QP, +L, e Lid), -BL -PL (3-150) 
ab? Р à А 
>. = DP! - Pade = У ФР; + У, (HO; =), (3 - 151) 
ә Rt - =. " - 
"a ` -( - 24) + уу (Zuha = 2,4) + > (hi, Za = № Za) 
+> (Re в) - 2, (R RV + REV) V (Rh + REV) 
А РВ 
+> (Кы? + RE). (3 - 152) 
p 
对 于 矩阵 (3 – 56) 的 第 四 部 分 
Е =а,Р^ - $P -Pipi -Pp -Pi + Li@) +L; -OIL - ФАА, (3-153) 
ee Xd + ZO + Y ane = eun. (3 - 154) 
oR 'a a 7} a 
— cS Z.) + X (ZW, - ZE „М Ж = he Zh) 


+ Y - цв, )- У (Ки Ra V) 
+ 之 (К.У + Е) + 之 (二 (3 - 155) 


综 上 ， 证 明了 以 下 变 分 基本 公 了 
定理 3.3: Kx: MN E T WE, V = Ve, + V'e, 是 变 分 向 量 场 , ¢ 
2л E» Raa: 张 量 的 变 分 公式 为 


= уу-у =H), 940 = (daV -n у, FY) dv, (3 - 156) 
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E = Hy + EME- У +Z, угуу, + угуу + уг, 
(3 - 157) 
= = Vy + LV + У и + Y M = LA 
I 2, VV ü > Кр, (3 - 158) 
a md Lo 5 LL +Z- È TeV + E гь 
DEDE (3 - 159) 
= Р 
r3 = (Za, Za) + Y Oi Zi - hû Za + 240 - Ж) 
е уу (Кы = LE Ru) - уу (Кы, + RV.) 
+ >, (Ruha V" + Ra ha V") + > (RL РА RAIL) (3 - 160) 
a R° i i 


ük 7a Ta Z a 7 La Ta Ta 
"m. = (Zh; - Zj) de > (Z,h; — Zk) + > (hf, Z5 - hs Za) 
+ У URS = Rala) - Y (RSV, + RV.) 

A 


ipk 
P 


+ > (RhE VP + RAV) + V (RU + RELL), (3 - 161) 
p 


ўр 


pj pi 


д К, ij 7 7 7a 7a a Ff a 7} 
x = (Zæ: Zagi) + У, (ZR – ПАР + hf, ZF, — he Zñ) 
p 


+ У, (Raj - 15 Ri) = У GV, + Ra V) 
р 


Р J 


+ Y (КУ + RGQALV + YR + Ra). (3-162) 
注释 3.3: 关于 余 标 架 、 体 积 与 第 二 基本 型 的 变 分 公式 可 参见 文献 [4] ， 其余 
的 公式 都 是 新 推导 的 。 
特别 的 , 作 如 下 记号 ， 
Rus = > B ies s E» - > C Riz = > | 
分 别称 为 流 形 N 的 Riici 曲率 , 切 Ricci 曲率 , 法 Ricci 曲率 。 
观察 上 面 的 定理 , 我 们 发 现 , REKER a Ro ,Rogj 的 变 分 公式 我 们 已 经 获 
得 , 但 是 其 他 类 型 的 黎 曼 张 量 比如 Ri 的 变 分 公式 并 没有 获得 , 实际 上 我 们 可 以 
通过 更 加 一 般 的 方式 获得 。 首 先 定义 流 形 N 上 的 黎 曼 张 量 Rsc 的 协 变 导 数 为 


E o3 Dp = ғ ® F n F F 
Rascp,gO- -d Rgcp zz R pecow, = Ryrco@sz = Ryprp@¢ A Rgcr wp: 


通过 拉 回 映射 , 我们 知道 
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x (amar ) = (Т1 )х* (d Rc) == (Т2) х" (Reacpw' ) 

—(Т3)®” CR septi; ) -(TA)x* (Rasrpwc ) -(T5)x* (Runcr@ ) , (3 -163) 

RHS SUR uuo Y = Ram + dt A ( 3, Кн), (3 -164) 
i Е 


11 sa" (AR co) = dy Rug + dt \ Rage (3 - 165) 
Т2 = x` (Reset) = > Risa (bA + 04), (3 - 166) 
T3 estu = > Rrco( Ps + в), (3 - 167) 
T4 = x" (Көс) = У, Rag (be + athe) , (3 - 168) 
TS = x (Ricros) = У, Rance (p + Athy) , (3 - 169) 


LHS = dy Rigcp 一 > Resch > | m Ps x >, Rott = > Runcrhh , 
т 


+dt A (= Ragcp 一 > rS rà = р> Rivals = > R spp DG 


+ > RscrLs) , (3 - 170) 
F 
RHS - LHS, (3 -171) 
> Коб = dy R, ABCD -È Resco, 一 > Rarcp 由 5 
Е > Rasroe = > Ruscrhh (З = 172) 


F 


дж > Е 
gı Pasco 5 > Risco; V" + > [PN * бы ГН 


+ > | m 7 + > Reals (3 - 173) 
因此 ， 我 们 可 以 总 结 以 上 的 变 分 公式 为 以 下 定理 
定理 3.4: VE x: MON 是 子 流 形 , V= Ve; + Уе, 是 变 分 向 量 场 , 我 们 有 
>. d ow = Чи Rigcp v Y Resco, = > К,ьсофв 


Е > Rim = у> R ach, (3 — 174) 


F 
э Paco z 2 RascoeV + 2 Rpscola + 2: Rircoks 
E F F 
ka > RaaroZc + > Rawle (3 – 175) 
从 定理 3. 4 的 第 一 个 公式 出 发 , 可 以 得 到 张 量 Risco 在 流 形 N 上 的 协 变 导数 


Revco SHAE TOE М 的 拉 回 从 x TN 上 的 协 变 导数 Raco, ;之 间 的 差异 ,对 于 不 同 
的 指标 集合 ABCD, 差异 公式 也 不 相同 , 我 们 作 如 下 推导 。 
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R; ; =d "E > Каф: - > Каиф; = x Коф» Sa У Rudi 


dyR ini = уу Riu! Ж уу Rind! Pe уу Rin Gl ~ > R; $! 
q 
~ 2 Ru? Ки > Rau; - 之 Ryu; - > Rina! 
Ком, " - 2 Rh" 一 > Right 


- У R, hi ê” - У Ry hg pO, (3 = 176) 
а= е К.Ф; "2. Ra); - > Ra $ x > Каф? 
Rika 一 a ~ У Rau) ~ Y Riad! ~ > R, $: 
q q 


3 КФ? - > Ripa Pi T Y КФ» 


В 
z У R.M * YR. (3 - 177) 
B q 
dy Ris T 2, Кафе T >. Raab; ~ > Rigs sç > Rina 
dy Ring = > Ring! £ > Rina} = > R; $; D > Rih} 
T 


= LR Ry: 一 > Raus] * уу kan Bi У Каф 


Rig, QU = 之 Rohl, ge LA Riyag 


> Rh, 8 + У Riah, „Ө (3 - 178) 


Riga = ЧК -a T 2» 5 > R. $; — > Rad 
= dy Ras -之 Rap! = > Rip a У Rash) = У Rian 


- 75 К.ф + У, Каф = У В.) + У, Кафа 
„е - У.ни + УЕ. 

hie + У Ra, IT (3 - 179) 

-È ЭИ E Rati - È Ranh - D Кафу 

dyRiagy 一 уу R, $! = > Ras. - YR Rao; 一 > Russ 


= YR sopy i ч У Rus; - У Rants = > Ras; 


я ук. 
Y 
а, 
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+ > Rice Ө” + > Ras hs, (3 = 180) 
q q 
R, 


Ш 
e 
E 


(4 


"I 
-M 
a 
^E 
©- 
3 
I 
м 
TS 
R 
š 
© 
Uu 
I 
M 
ы 
š 
< 
+ 
M 
> 
š 
5; 


AP * > A Ы > Rasy 


+ ER iur + X RSM $0 (3 - 181) 
综 上 ， 我 们 有 协 变 导数 的 差异 公 
定理 3.5: Ú x: M—N 是 子 流 形 , 协 变 导数 的 差异 公式 如 下 


Rig = Rae, = D Rauh, - 5, Raha 

P У Кым, 一 Y Кый, (3 — 182) 
Ras Е Ri - У Rahip = У Rau 

- YA "ES ERG. (3 - 183) 
Ras, = Rig p7 > R.M > Raph 

+ уйык; + > Кый, - (3 - 184) 
Ra, = Кыр, E Rh}, + уу R, hs 

= YR * Y RM, - (3 - 185) 
Ras, = Ra, – RA + > Ray 

* У Ra „+ Y Rab. (3 - 186) 

1 

Кв. = К, ‚+ У ћу + У Rush 

+ ZR. k, + Y Каћа (3 - 187) 


注释 3.4: 特别 注意 ， 符号 Roo ARKE Rep 在 流 形 N 上 的 协 变 导数 ， 而 
Rgco ;表示 张 量 R sap 在 流 形 М 的 拉 回 从 x* TN 上 的 协 变 导数 ,其 意义 是 不 一 
样 的 。 

设 NN 是 空间 形式 R"*?(c), 则 我 们 知道 黎 曼 曲率 满足 如 下 的 等 式 


36 / 子 流 形 曲率 模 长 的 间隙 现象 


B eti uim. (8, c8 ьр — 8а08вс)- 
将 上 面 的 关系 式 代 入 定理 3.3, 我 们 有 如 下 的 推论 
推论 3.2: UE x: МК" (с) BTR, У= Ке, + V'e, 是 变 分 向 量 场 ， 则 


10 = > (Vj = iM - L8, s = (аи -nZ ну) dv, (3 – 188) 
aM = Vy + Ум, + уш + XU D мд; + у, Му + aye. 
(3 - 189) 
fiit 3.321% x: MOR"" (с) RAHM, V = Vie, + fN 是 变 分 向 量 场 , 则 
ae - EV, = Ag 90 = (divV’ — nHf) dv, (3 - 190) 
oe = fy 十 Zh + Уи + У һу + Уку + cà,f. 
(3 - 191) 


上 面 我 们 给 出 了 第 二 基本 型 和 余 标 架 的 变 分 公式 , 对 于 由 第 二 基本 型 组 合 而 
成 的 其 他 典型 张 量 , 我 们 可 以 给 出 变 分 公式 , 这 些 公 式 在 后 文 之 中 大 有 用 处 。 
推论 3.4: 设 x:W 一 “是 子 流 形 , V = Ие, + Ve, 是 变 分 向 量 场 , 则 


$9. уњи + DS Vi + У 25, – ERV, — (3-192) 


lige 1 d à d 1 5: 
a = AF УНИ HIS S.V + RM, (3 - 193) 


Ф = Уку", = Уну + уур, + 32(S - S H") 
7 a i aß 


ijo 


- 2 2% RSV - ZR, (3 - 194) 
ye 
BSa ye MP + REV, + Sug V +S LY + 5,12 
ge T Fy Fag, i” Әр + gya 
+25,” = (RGAE +h RẸ ) V”, (3 -195) 
д5 a а 
208 = Vs + hi Va + hihi Ve 
+ Sag, iV Sup I Sap V! + Sope” Sup V 
- - (OG, I hi, + ВОРА hhs + BS Ri.) V, (3-1%) 


д 1 їр 


-AA 

Y 

ERG.) + Y RI Y Ra + Y RSV, e hz V) 
q Y q Y 
4 


Ra, (V, + h2,V) + Y R. LY (3 - 197) 
у 


„V + У, Ra V” + Y Real + 2 К, V, + h} V) 
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II 
“М 
5| 
° 
R 
3 
з 
+ 
Y 
5 
° 
R 
1 
M 
5| 
Š 
= 
ex 
+ 
M 
2 
š 
Š 
x 
$ > 


+ 


4d a M М -M 


R gali + У Roga Vi + А0) 


веі) + yx, a(V + ALY) 


g 


ga Va + ha V) + È Rey Ly 


4 


| E al ку) + ER (3 - 198) 


iyja 


z B 


уу Raig V” + > Rua, 
t ا‎ Ka + hV) + > Ra 


в + RC, +h; V) 


«лчу 


RO eV) + У RA — 
iy 
= у ‚+ > (Кр, + > R, h, Е XR 
CER, Уни 
5: R. (Fy + ha?) + > Right 


+ У (Raya + Raina) (V'i + REV) 


м 


= DENTS + MeV) + Y Ra z. (3 — 200) 
fib 3.5: VEG MON" (с) RR, V = Ve, +N 是 变 分 向 量 场 , 风 
e E 2, 26, + LS, V +2Px + У, 2h,R, ак) nt) (3 - 201) 


H E 
PES (af + Y nH Vv + Sf + Roof), (3 - 202) 


» = Y. -2HAf + pV +2(P - HS)f 
+ Куша 7 НВ муно (3 - 203) 
推论 3.6: х: MR" (с) FRI, V = Ие, + V'e, 是 变 分 向 量 场 , 则 
sls Yo + YS, V + X2S. + У ленти", (3-20) 
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mo Fn = HL, + J Sq + ne"), (3-205) 
= у RF, - > 2н°ду + Les y 
уа 
+ У 2( Saag – Syl"). (3 - 206) 

aß 
推论 3.7: WE x: MoR"" (с) Н, V = Ие, + 是 变 分 向 量 场 , 则 

as 

= E2hf,* DSV + Y 2hh,h,f + 2ncHf, (3 - 207) 

aH _ 1 " 

а А+ У nH ,V' + Šf + cnf) , (3 — 208) 

= = Y2hf,-2HM + DpiV + (2P, - 2HS)f. (3 - 209) 
ij i 

我 们 知道 , 空间 形式 А" (e) 中 的 结构 方程 是 

dX = Уо Sis ds; = wis, - ca X, (3 - 210) 
A 

ds, = ws; + 05р. (3 -211) 

通过 拉 回 运算 , 我 们 有 
(dy +deA<)x = (64 +dtV")e, = 6'е, + dtV'e, , (3 -212) 
d A 

dyx =6'e,, a V 4: (3 -213) 

(dy dt A Ye, = (Qf + del? Je, ~c( 6 + dt’), (3 -214) 

dye, = 中 el — cÓ'x, те zLje,-cVx, (3 -215) 

(dy «dt A а= = (¢ + 41^)е,, (3 -216) 
A d A 

dye, = Palas Grea = е. (3 -217) 


命题 3.2: VE x: MOR""" (c) BAAR PTR, 设 了 = Ve, + Ve, 是 变 分 
HEH, W 
= Le, -cV'x, De, m Ley 

推论 3.8: Жыз аа ваа, i£ V = Ve, + fN 是 变 分 
向 量 场 ， 则 


d 2] п+1 d i 
ae = Ve +fN, Se, = He, £LLUN -cVx, q N= L. €; 
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Жан ” 张 量 的 组 合 构 造 


本 章 主 要 研究 广义 Newton 变换 的 定义 和 性 质 。 
4.1 Newton 变换 的 定义 


х: ММ РИИ, B 是 其 第 二 基本 型 。 记 为 


B=B,0'0 = (hze,) 08 , hs =h% – Н, (4-1) 
В =һЮӨ'®Ө Ge, =B - HG (ds), (4 -2) 
B, = (hš - H^8,) Ge, = B; - ë,B. (4 -3) 


余 维 数 p 不 同时 , 我 们 分 别 讨论 。 
° p=1, F|] x 是 超 曲 面 时 , 固定 法 向 量 e,,,, 则 
B=h,0'0, h; =h, – Hà 
° pzl, 0<r<n, 第 > 个 曲率 函数 为 


$, =1, S, = hah, (4 -4) 
S, 
H,-1, SP H =H, (4-5) 
w 
c i ] a + = a 
Š, =1, $, = = б: th АМ. = Y ETS * 7 un o 
a=0 a 
(4-6) 
Bud, = Y cn W усн)", B = Ë -6 (4-7) 
=1, 0<r<n, # r NAH Newton 变换 为 
1 ipei 
To); j =6;, To»; r)j = длу Вал haj (4 -8) 
ma ШЕР! 1 
Toms =$;, А, r)j шл? p O hiss (4 -9) 


f^ " s(nta-r-1 ; 
Toj = 5, f) Dj - Y (-1)° (H) (" d JTe-a (4-10) 
а=0 


а 
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z1,0zr,szn, 第 r 个 广义 Newton 变换 为 
Tul IET M Raj hijs 


rl an 


“<~ 
крек, = 225 рр, 
Toa ECCE hi TM hu , 


nea =F = $ m 
fur F (-0* ap*( : (Tea 


对 于 超 曲面 的 广义 Newton 变换 , 我 们 有 

e s=0, 第 r 个 广义 Newton 变换 To, 为 曲率 函数 5,; 

° s=1, 第 r 个 广义 Newton 变换 Т, HAH Newton 变换 T. 

° pz2, 即 * 是 高 余 维 子 流 形 时 
В=В,0'9 = (he, ) 00, hs = hz — Н°б, 


B =h ®0 Ge, =B-H@ds’, 
CM BMC У (hy - I8,)e, = В, - Н, 


ў? 


ў? 


(4-11) 
(4-12) 
(4-13) 
(4-14) 
(4-15) 
(4-16) 


B,, B,» = «Bj, By > -6,«H, B. > -ôu <H, В„> +бубыН. 


° p22, 7 为 偶数 , 第 7 个 经 典 Newton 变换 为 
Tj =ó, 


у? 
Т edar Ыз B >= <В В,. > 
(у = rao jd Bij» ij iyi? Cd? 
Т^ 
Toj j =5)， 
ДСУ обі ~ ^ 
То; = 2 «Bs, В. наз «B, ja B, >= 


° pz2, r NAM, Br SAH Newton 变换 为 


a 1 i ‘i a 
Toy = (т)! c 19» y <В , Bi, z7 X «B, -vr-2? B isa >hij, 
Tot = Sra cb, B, > x <В B he 
Dj (r)! p <Pin, Di, > KS gya ir-yr-1 > ijp 
° pz2, 7 为 偶数 , 第 ~ 个 曲率 函数 为 
1 s 
5, E рдл 7 Б , Bij, > © В; Vei? Bi, ? 


_ lp apne 
=~ ae Tg y? 


(4-17) 


(4-18) 
(4-19) 


(4-20) 
(4-21) 


(4-22) 


(4-23) 


(4 - 24) 


(4 -25) 
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5, = < Ву, В, awe «B, Ur-1? B,» 
1 
= > P taste, 
S, 
S,=1, Н, = 


° p22, M 第 个 曲率 向 量 为 


r (r)! 7? ӧл <Biy, Bon >" х <В, з Bev, 
E Yl T, "2 a = :Sreu， 
уа 
5 
Н, = а = ;Н?е,, 
n 
四 
Pn 1 : А P 
S = бл "<В... B, >x <В 


L je 
= У Ton hie, = See, s 
ijo 

4S 5 

a 

Н, :Hre, 


e pz2, r MEM, 1, seN, 广义 Newton 变换 为 


" 1 kyok 
aa, i ip pb ks — 
Ts. n = (т +t)! Voi bed quil, <В , Bi, > 
a 。 о, 
x «B, -yr-1? Bi, з hin” Lm 
Т“ арта; і a a pé “<В. В Sing 
(r,t) pili, - (rt)! Ava a ry йл? ia 
ay а; 
x «B, y - PE > hpi he. 
对 于 余 维 数 大 于 等 于 2 的 子 流 形 的 广义 Newton 变换 ， 有 
e pz2,sz0 
Te, ба f Hog, 
A a f арга 
Тау, = =: . 
e pz2,1-0 


T co) kk, = Tai. um ’ 


(4 -26) 
(4-27) 
(4-28) 
(4-29) 
(4-30) 
(4-31) 
(4-32) 
(4-33) 
(4 -34) 
(4 -35) 
(4 -36) 
(4 -37) 
(4 -38) 
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To), = «Тр (4-39) 
e pz2,rz0,:z0 
Гы POL (4 -40) 
= his (4-41) 
(0,0) kj kill, = Ont 
e pz2,t-1,5s-1 
a 1 iir, jk 
T. yku = (r+1)! Глен <В» Bu > 
«B, jj. Tm 2h; o. ,= Тол)» (4-42) 
T a 1 91" tidy + 1k B. B TP 
(„рк = (r+1)! Л” dab €Py Pih > 
a ds a 
LI P By "S у = T +1) ae (4 -43) 
e pz2,1z0,5sz0 
1 йе 
Teo) = рдл" БА «Bj, Hu <В uus Bi» =S,, (4-44) 
F usa h В b B,» =й 4-45 
tz, 0). = = pen jr < iyi? iya > S sl ij, >= r° ( ) 
e p>2,t=0,s=1 
Tea = (r om it <В, Bu ooo <В, yy) By > =Tor 
(4-46) 
ы ір r 
Toya = ET nariz <В, » By > 
dim k = 
x «B, “ti M NIIS aus (4-47) 
e p>2 BÍ, r+t+s>n 
Та (ray Din i ms (4-48) 
аа; 1 бре іру ek, 
T aire = (т +t) zm em. (4 -49) 


4.2 Newton 变换 的 性 质 


本 节 主 要 研究 Newton 变换 的 性 质 。 
对 于 广义 的 Kronecker 符号 , 我 们 有 下 面 的 重要 性 质 一 一 行列 式 刻画 。 
A o» dd 


Ш 
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引 理 4.1(6 E): 我 们 有 如 下 等 式 : 
6... = —б.ъ..» (4-50) 


: n 
EE (4 -51) 
atre, (4 -52) 
У, бузу = (п-т)ё! у, (4-53) 
Bo. «бшк, (4-54) 
DD E csi (4-55) 


一 AirAi _ rogis iaa ting Qi 
Ôj- Ôj x om lO ifs ену б, 


证 明 : 由 广义 Kronecker 符号 的 行列 式 刻画 ， 有 
6 6 


(4 -56) 


A Jr 
DONO gi. git ق د‎ 
Bra) = dt , I (4-57) 
8 ó; à; 
= Bit бубу, + (1) "абат (4 -58) 
= 87 ¬ У, oO (4-59) 


saita- D алага), (4-60) 


Ja-Va+l id “Ла 


命题 4.1( 对 称 性 ) : x MN “是 子 流 形 , 那么 我 们 有 


ayva = aya, 
T ok li T ouo hk (4 - 61) 
оа MM NE 
Тоа = Тү, Oye Rods (4 -62) 
PO rds a 
Т-А P Tor tee, (4 -63) 
Z^. EEr HERT: FAI 个 артар 
а = Ta пур (4-64) 


证 明 : 对 于 第 一 式 ( 式 4-61), 由 引 理 4.1 和 第 二 基本 型 的 对 称 性 , 我 们 有 


aye, 
Т, r,t) Sri “1, 


= F BOUE <В, Bop > <В, B> 

x (Ret, he ) (4 -65) 
E = [Dam pA <В, By > < Bi y Buy, > 

x (ће, ehe) (4 -66) 
- TET аач CB Bu > ей, у By > 


x (hg, he ) (4-67) 


91P1 9р: 
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1 


ipei dil, wate 
= (rt)! poi uM. ay ks <В, B ij > «B, у, By, > 
x (Ари Ара) (4 -68) 
= T dits i ha (4 -69) 


Wise dme =a , 同样 地 


1 Bipi pr kyke 
“(Cr +t)! ae йа ч, <В , В, Аш <B, ya , By, > 
dt hye (4 = 70) 
1 站 
= (ғ +1)! 22 Ce Real n 1, ' «By , В meee SB, ул s Bi, ? 
d БИ ons (4 -71) 
l Sven < B. >… <В B;; > 
аг $ t)! Летят iji ? Bj, ipyr-i? dg, 
Ex (4-72) 
1 i ip pkk, 
“Cp pr desuau Вал Ba PO е + + ЖҮ. 
Am a (4-73) 
Жар (4-74) 
命题 4.2( 反 对 称 性 ) : 设 x: MN? ETRE, 那么 我 们 有 
Took t) Ea ud ене, ТОТ Ta t) E ирей, , (4 -75) 
Tee) el es T, t) А ihe , (4-76) 
CO ay Ma “sas 
Trey dy bo БАЕ, = = T te bip lg Kirt, , (4 =71) 
7N .. ZW а Oty 
Туы, = Туа аа (4 -78) 
证 明 : 由 引 理 4. 1, 我 们 有 
Te, ) directe 
ipei denke, PR 
"G0 ae wir <В, B, «B, y+ Ву, > 
hp hg e (4-79) 
und 1 ipei К, 
В -Tr +0) ee bs bee p Sc В > В, uis Bij > 
ehai ВЯ ee (4-80) 
= xit em ji (4 -81) 


命题 4.3( 迹 性 质 ) : ihe: M4N" “是 子 流 形 , 那么 我 们 有 
> T ыу Ела = (n*l-r-t-s)Toa, tht pitas (4 82) 
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eva _ aa 
> Tiz, t) kek hl ER T42, t-2) kk hed, , (4 E 83) 
B 


PS uada ZS ave 
> унаа = ЕФ oretos) Tur шыр» (4 = 84) 


os 0 i. oa, 
> 和 = Teen бу К lg (4 - 85) 
B 
WEBB: 对 于 第 一 式 (4 -82) , H15| E 4. 1, A 


орто, 
> Te, t) yeh, phy slyly ths 
5 


= 1 бре pipi К-К, 
Ë > (r +t) Vicim wt «Bj, B, > «B, ys В, > 

x Ug) (4 -86) 
= > Е P Sie Р ksp <B B бе В В 
一 (т + t)! Ji ra ads йл? C 2 > < iyd? d 2 

X (hy, hpa) (4 -87) 
=(а+1 CR arae (4 -88) 

XFT(4-83), 由 定义 

Ў, To, 1) dia S 

B 
x 1 ipei pipiki hk, ks 
б > (r +t) Dim et < В, Bi > < Bi ys By, > 

« seha- B 

х ec hes cai pd (4 T 89) 
= A — Í a gine tanks abs B B 45% В В 
= ^ (r " t)! Fi F419 2h ls 1ks < йл? io > < iyi? id, > 

x (Bapa Macs SB, йа , Bpa, > (4 -90) 
= Тез, о-ва. (4-91) 


命题 4.4( 协 变 导 数 ) : х: ММ “是 子 流 形 ,对 于 Newton 变换 的 协 变 导 
数 有 


E r T 
ayva = ay ap B 
Тый aE el = Y > r+ tT (r2, авди vison TP 
ij 
t 1 » 
ajaga és 
+ 2, 2. i eu uns (4 - 92) 
ol gy T ti 
aoa, эй ap as B 
Te ie ~ > > rit T+ hk vent iy 
ij 
„Уу т ness (4 -93 
(ryt-1) усе гур ij, p* - ) 


b= 


证 明 : 由 引 理 4. 1 和 定义 , 有 
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Т aya, 


(r,t) Бу, lg, = 


1 i kk 
— — Sh pp nk, ise 
Сет) for лей, х[ <В», Bay 2 <В.» В > 
+ ш Мы ча Ur-1? Bi? 
“+ er Sa > … < 了; CA 
Ql ¿ç a, 
p ue < Ur- В. p>] x (ЮЛ hs) 
1 i Кук 
£ vip “Peles 
"+H! йзгй na Bg P <В, uaa Bey > 
а а š a EN 
wÁ x o, haan o) (4 -94) 
r 


= йе, A Pair a yy 
(r +t) | daar Uil, 


<В, В , ijj gue SE, уэ B. u.a >( > рее rael ) 


ir-Ur-1 dre 
Or. 
Т 
х (Gy, hpa) 
1 6" ipy py Pky kpa <B B. Sue <В B.» 
* ire) JI J1 ay las iv? dà» ippye-i? ir 
eR ора = 
х ( X z^ uM d Lo» (4 95) 
x У, === Теа, оаа dg eg 
Teg EHE) Rye RH j.p 
ў 0+1 r+t 
t 1 = 
арар а, 
+ >, >, — Te ana ege (4 - 96) 
b=1 y rtt 


特别 的 , 在 命题 4. 4 中 令 r 是 偶数 和 t=s=0, 我 们 有 


推论 4.1: itx: 


êr n 


MN" "HE FE, 那么 我 们 有 


= tes D iy, p = Тойн, (4 - 97) 

5 p E AINT. ўр = -F a E lp? (4 - 98) 
Toii 2 之 To- E hg, d > (4 - 99) 

TS -Y > "or 2) A ety ty y (4 - 100) 


° 为 奇数 


-1 
r aM, + = (4 - 101) 


Tea p yh ў, j.p 


bx 2. - z l foams + x+ kaw he (4 - 102) 


To. pt j.p* 


推论 4.2: Vr х: MSN" 是 超 曲 面 , 那么 我 们 有 
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$,, = уу Tu hyp = > Те 1533, (4 - 103) 
T, iae = > 之 T T" (4 – 104) 
"z ы m ы P bus (4 - 105) 

Fe D " ш? É. Di жы. hip (4 - 106) 


命题 4.5( 散 度 性 质 ) : ie МУМ" РЕ, 那么 我 们 有 
X To or en = SE > У, Тозу. RT 


k, Ü аі 
t 
1 a 
Swat p^ шк "X 
T X XU ees addi RE, (4 - 107) 
s b=1 dj 
m 1 r 
aa CC 8 атаа + pao 
b To, d) blu 1, = 2) ( >, > >, = n 2, 141) ky Kho o" Ri 
* $ U 0+] 
t 
1 ned 
2.258 рар а, ab 
b > к, ae 1) ky Maru Ra) s (4 - 108) 
s b-l Ü 
И“ 1 
» du. a1 Oy | PL 
Y To, TE K slyly, k, CE > HS T, 2,1) ky handed 
3 24 AT 
Pn 
агарта, а 
® Dy F ا‎ m R$.) 
s b-l d 
rn +1 -r-t-s)p ^ VS 
k rtt (r-2, "mr. ipe y 
+1 
t 
= > > (n+1-r-t-s) y — qaya, prap 
r+t (r, t-1) Куе Д Е, 9 
k, b=1 


(4 - 109) 


AN Le 
7 Qa, we 50 ара; +1 Res 
(r,t) kk illud, 7 7 ( r+t T. 2 ИДЕ Кар lj” ily 
1, 


ls у а] 


bp аптара R° 

scies ç b 
(< r +t T ris Dk kil lj" Р] 
b=1 dj 


USt PUER duci yr “AAt „H 
r+t (r-2 daba lj ol, 


1 +t (па) т ult 


_ b $ (л +1 -r-t — 5) T^ ayy ay He 
L b 


(4 - 110) 
证 明 : 对 于 一 般 Newton 变换 , 由 定理 3. 1 和 命题 4. 4 
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T ога; = qaum] 
(ryt) рек з, kg, T To- 2. "rot sli 
大 ij rtt 
s 


ks 91] 


ho 


lg" ijk, 


а" арт а; а 
> pem EXHI "mon 


K b=l Jg 
Sex E d — T sin, YR the 
p<. t+ fu ) 
k, у 0+1 rtt 


t 


- у У У Ar 
PEt CR 1) kj ik, slyly 


K b21 j 


k, ў 0+1 
t 


= У x E بس‎ nm T ud P aeu 4j 


K b=1 у 


s 9e] 
t a 
= е ЖИР у 
с = <= rt ГУР и ИУ 
s g 
= cT aa. 
= > У, P ава 
s у Qi 
1 
+ > = r Ген DE- ifie Mj 
s ka у 
араа, +1 
+ 5. 2. 2. q: eT (r2) rokah" 
k, Ü о r 
t 


X bs za oD bald 
之 To 有 ks 
ex 
k, 
P3 
k, 
by 
[Л 


1 r aja 
== == === ice 
> Тө tak, £i Щз, T 2 ( by r+ zT oun) iil 


r 2 
-—— 010,41 
2; pL nae) ges күзе. „учы 
у 


1 aE E 
کے‎ 1 оь a 
Y > r p Tea D Ahi; a Ri 


uh 


k, 


a 
ij, k, 


= > 2, Tis, СУНИ ГЕ ee "IQ 


(he . + 


kj, i 


DA PT doe uS + 
EF T2 (Dane PEG, 


(hye 


ki t 


1 O41 
Ard 


hj.) 


Pars 
dy ka 


= 
jk gi 


PIN 


кз 


r+] 


е Gigi 


+ > rv Piggy a Д8). 


з bel d 


对 于 迹 零 的 Newton 变换 , 由 定理 3. 1 和 命题 4.4 有 : 


(4 - 111) 
(4 - 112) 
+ hit hy 
һу, 7 higi) 
(4 – 113) 
Rut 
Rit) 
(4 - 114) 
(4 - 115) 
(4 - 116) 
(4 - 117) 


> Noe JE lisi; 


я 
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Е "P 
7 r+t T 2, itia ii seis m 
k, Or] 
t 1 n 
一 -一 arvana, ра 
з E y 
E P уне comma m 
ko r+t LANA Ë sika Рў, k, 
5 9| 
t 
-FFF 1 op gee ot ПЕТР 
с e ар бей ей (4 - ) 
s = U 
оңо +1 Ж 1 а, 1 a 
s= 5 > 2 rod r+t T. >, лу. M ges — „(һу + hoe! - n 
5 t+ 
t 
Жл ja 
-之 | r + Pou- DA Жы Chis, ithe, = kj. i) 
~ bz 
(4 - 120) 
em 之 > 2 一 二 QI AAt] Р 
7 2 T ану а Lj 
ks t+ 
( Po + Кан 一 - ó HY: + Ox „Ни ) 
1 
У У n ute 
cC ft mM r+ (r,t-1) ky ik, slyly 
5 = у 
x 
(hes, + ple bano (4 - 121) 
“MESES v en 
T i r+t T, a, РЫУ u hail اشا‎ lj 
ks 1+1 
t 
1 ZOR ызы & 
ee di 
t > > > r+t Toi kit his.) 
5 = y 
r dx 0770504] peu 
+ 2, > > r+t To i) kil] issus lj en 
5 “+1 
t 1 " 
ay aya, Pay, 
3 гат > r+t 了 DR 
s = y 
3 y altl 7-1-5) qp C “aaa pam 
ba r+t (re rat kis slm u** k, 
sOt +1 
t 
yy EL r ass m 
k b=] r+t (ты- D h" ре 
(4 – 122) 
== ayva 
2 Tero heck pet, k, 
k, 
yy esse 证。 


1 
(r-2,t+1) kii sl „укы 
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1 Fa. as m 
+ — Te nie Re 
уу zs > r+t (r,t=1) ук у jk yi 
2r(ín*tl-r-t-s 
( ) > A 


а", | tel 
r+t (r-2,t+1) liek. еее „Нг 


Куо +1 


Са 1—0) E 


CGI QQ а 
et rt nici ү jp 


k 


s 


(4 - 123) 


ч 1 r Ew 
«aa os, ¿S Da 1 
X Tir ЫА, E T 2 ( > > > Fd Tir- 2 ау DN Lj jki 


3 k, Ü а 


“=~ 
+> > У, Sore 
k 


s b=1 d 


t 


быы ыыы ый m у Чү gs 
po 15-3; H1) ара 


LT 


(n*l-r-t-s) p^ 


ET b 
= r+t (ыен, 


k 


(4 - 124) 
特别 的 , 对 于 N=R"*?(c), 有 R ono = 一 c(64c6an — 8аоӧвс) ， К, =0. 
推论 4.3( 散 度 为 零 性 质 ) : 设 x:M" 一 R"'?(c) 是 空间 形式 中 的 子 流 形 , 有 


> T ink iip, = 2, (4 - 125) 
r(n*tl-r-t-5) : 
> T PL > И 2, КМ ил ИП Не 
LIT 


5inti-r-i-5,^ 


pom TR 
c = rat NM uA 
T b 


(4 - 126) 
推论 4.4( 散 度 为 零 性 质 ) : WE x: MR" (ec) 是 空间 形式 中 的 具有 平行 平均 


曲率 的 子 流 形 (DH =0) , 有 


b T 1l. , = 0, (4 z 127) 
i AN арза 
+ T'aqa ly, ky = 0. (4 - 128) 


命题 4.6( 展开 性 质 ) ; VEM" NT E TUE, 有 


ajo, = i а-а аы 
Ташуу = jT y kaha, 7 ў (r+) г Ta y eil tp og 


Ps Cr+] 


1 бр, i 
> > >, Р spe рк anis "m » -X Toa ha hs “Ый "T (4 — 129) 
p 
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= 5; T -> 1° na! 2 | ha 
(r, дв Р? Р y рі 
i Р, O41 (ET. * t) 
t 1 5 
- ang узун eden T "m5 
2. уу r+t (r,t-1) угра рг - Y (r, ai ekkelt tJ i? 
(4 - 130) 
~ os E 
T nw = ë: Т“ - Ў отоо, 251 
(r,t) ky kill (rst) kia Es shen T.,- 72,081) k eui lp lp" pj 
р,о+\ (CET) * t) 
E ocu 
PX apsayca, ро, _ T озо, 8 
- r+t Y has 1) ky "Каур pj (r,t) 大 
с= 
(4 - 131) 
= 5 Т“ арта; LI > == 二 Т fin 0 777050, ] hem 
= OF (ауд (т-2,+1) 人 pi pi 
i i P9141 (r + t) 
x а арта i 
X bean Le nei Mna -X тм uade ауді, 
р 
(4 - 132) 


WEBB: 我 们 只 需要 广义 Kronecker 符号 的 展开 性 质 。 由 引 理 4.1 有 


Shier 一 = 5:51" dpycpkyck _ S sd Ee 
йа тайуу J J1 Ta q dil l, Sida a qd olja j 
а= 


iji, pp ky kg iMm 
7 29 ELLE die "os 2 У: Mors (4 -133) 
a 1 i n 
Toa khi "Tran O Ei 
x <В» Р В, oša «B, iiu 4 B, ,, > d а he) (4 -134) 


1 -i ма рү" рік, ` d “PLP Ry kg ei 
= Ca ®®- jagen, x 2 978 


t 
= ij irk’ Pb X i ip py kevi ok, 
2,9 jen du 一 бу. Заг O ] 


x «Bii, В, pe SB, Ре? В, „> (he һә) (4 - 135) 
=b Тышл doe 
- 1 Blip hig <B, В, > 


` (r+t)(r-t-1)! Jı Jr-2r-191 aed 
X€«B uu Bou > LAG y Op a 
9l 
E a Í À A — iip path: Pb 
TE +t(r-t- DIA ё: jenen 128) 


B >s. < B ys By, > Chia «айа у 


x <В z 2 tr- Yr- P191 Pq. 
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5 
apna : ke _ 
оаа (4 - 136) 
"ESSI 
= 54. qi » 10 + ho 
J^ (r,t) kp essa, = iH (r ag To- 2. Ө» Fes is p^" pj 
а "aja 

-X У т RET Це igh » = skill nag Oe 

=1 p 


(4 - 137) 
特别 的 , 当 7 是 偶数 和 :=0, s =1 时 我 们 有 推论 4. 5. 
推论 4.5( 参 见 文献 [8] ) : Жа: MN" "FE FYE, т 是 偶数 时 , 那么 我 们 有 


Toj = 5S, = > T, shy, (4 – 138) 
Т7 ET ~ " 
Tog 9,8, - Y, Ten phy: (4 - 139) 


特别 的 , 当 7 是 偶数 和 4:=1, s =1 时 我 们 有 推论 4.6 
推论 4.6: Vc MON ЈЕ, r 是 偶数 时 ， 4 我 们 有 : 


a 
Te; = 0587, FE ra à feo 2) i р 


T. š = > 8,87, T el Ta, 2, Te 5 u^ n К, pj* (4 = 141) 


命题 4.7( 变 分 性 质 ) : VE x: M" SN" PE, £ V = Уе, + Te。 是 变 分 向 量 
场 , 那么 我 们 有 
e 一 般 Newton 变换 


Ят t 
dt Ts E [ > FT +t) To- залу 


t 


h*, (4 - 140) 


(r) ip "pj? 


+ 2, (r +8) T r-i heil mit lg 


t 
r T У 1 
一 » iy + D Pene kks lly, iV * (r +t) T ,- к Mars y], 
ij 


14, 
t 


> ] ж. зей» 
Е Xl * t) T, IT "na * >, Tori- mo rfe v=] 


At (r+ d чуу ú 
== E= Е адата, 
+ > [ Tm гу Поза) E. Lj, a 2 CES +1) Tei) ERAN ] 
+ 2, 了 ~ Y > ЧУЛЕР ЯК ШР! L; 
p c= 
s 
- 5 > Pineda ефе > > Te акай үа, 


+ Ting ketail © S, Vom eet D > T kiska a Ue 
B 
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- у > rao PPM sly de "m hà – > [一 一 一 一 E P t) Trez: fale k: "WT RC ү” 


t 


—! ayoa рад 

* t (r £ p) емер Rr hil ty RV l- (4 Ее 142) 
© EÊ Newton 变换 
d ZO aj r ~ бей 
dt Teak. Eales ч, = 2, [ > (r + t) PP WIR a t 

t 1 | 
Eas enti da 
t 
r «үте 1 ардуч " 
> LG +t) (aD Rei. + 2 (r +t) Ga-Dh ddr а 


+ 


t 
apap ye " Y 1 T^ — 
(r-2,t41) kp kis, jj Z rt) T, iy eli hd 


ay ap 
(r-2,t41) ky 


Lei) a — 


70 


Ve]; 


+ 1 


& (r+) CS De ish P ad 


ы, 


ye 


n(r +t) (r-2,t10) kj kii, 
(n*l-r-t-s) SN 
Ы b=1 у (tb arta) 7 1) ky "hil h Ve]; 
2r(n +1 -r-t-s) 
Xl n(r +t) pee -2,t41) &]- ab PP W. 


,2(r +1 -r-t-s)p 7^ 


арата 


ү], 


n(r+t) Сп) Ауа 
К+ вае — 
v pHi n(r +t) (r-2,t+1) kill, ii 


Са! -г-4-5) ® 
n(r +t) 


ren 


t t 


_1_ 
i Gi Gr +£) 


FE Sisa 
t 
2, 2; T oar djs 


ч = 
ay ap y 
Tasa ) 0, Н? һу 


Ce a y] + > T eus y 
(r,t- 13) у Дй (ryt) Буг 1, ор 
р 
x T^ aya, L* РА y > T^ ауа, 1“ 
- (ты) уок Д А ^ (ryt) уе оз Е) 


7 А 
Тае -[(r+t+1)] > d. ats m UM 


Lai V] + (r + t) Fo dag < H,V > 


d" ay а; ab LY 
ji 
T. yk a H h? WT 
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r(n*tl-r-t-s)'7^ 7 
Е [一 一 一 一 一 一 一 一 Ty be, Gg V” 


n(r +t) 
I 
= 
+ > us e е; =s) ре шге, RV. (4 - 143) 

证 明 : 对 于 一 般 的 Newton 变换 , 由 定义 和 定理 3.3 以 及 引 理 4. 1 


д r 1 $^ vip 2ir Py peek, «Bas B. 


Ст «гео, CUN eS 
Ot ("Әт (r*t) (r-1-1) V ?r Je-2 -191 "gd ly ida > 


do „ „В, un Shige) O3) On hg) 
т н НД > 
< B; ау > gue AU Qn hes) (4 - 144) 
= Du Ж mx. - 20) 
2 pm тей йы Ny hi’) (4 - 145) 


= r ap EE NN эш b 
ka. + D Teen iau Vg * > (r+) a : Teri- Dk hi Fw „у 


(mar Ee. e PT pv + > zx T oA hat | 
t 


r " ; 1 
+ (73 | 一 一 атта А ا‎ арака, aby, i] 
(73) TE p) Lene kata hti * 2 r3 p) Loan isl pj L 
t 
+ `8 B yi 1 аутара ab yi 
(74) бут (r a Terz, bt) he has he m Ы 2. (r+ "HEP pil hp L] 
- 1l 
yrB 0170-0, yy ob 
(29) [5 + Di -2 m nr. i a hij, + py (r +t) Tue 1) усе, nep | 


6-38 s 1 е 299 
+ гет +t) Te aged ae а AIV * b ted" (ral) sho ho hy v] 


рур “ip “i 


r ala DB 
) | (т + t) T ass dy rl RV 
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Eig Toa Riv] (4 - 146) 
对 上 式 逐 项 计算 。 


对 于 (71), 由 命题 4.5( 散 度 性 质 ) 有 
(Т1) = оао 


(r+t) 5 Pina T ud 4 V] (4 - 147) 


E in TUN Tei s T à 


' - 
Е > [ (r +t) Tezen RR 
у 
t 


minis ye 
Ё (r +t) Tini kes bu i ly 


‘a8 
Е per ТТА ан „уй 


| эмы, Ое» 
# (r +t) Tas dr die у) 


r — 
ы + E +t) Ta atya, VP 
Ж ， (4 - 148) 


对 于 (72)， ep 我 们 有 
(T2) = узы (r-2, jee he E i "m on 


Ve], 


t 
толы, tata 
A rst) Ты. a ddr. ruhig pV | (4 - 149) 
= У Fer akila nls (4 - 150) 
P 


XT (73), 由 命题 4. 6( 展 开 性 质 ) , 我 们 有 
( ТЗ) "Imi +1) To- 24:81) he oR sh aahh 
4 y ms жт x Tepp mth 1 [j (4 - 151 ) 


эй i epa, aa, 
= LO Teed Riste B Ter sikh РИТ 
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(4 - 152) 


are ГА і 
= > Tere) pk dO) ]L 
с=1 
5 
= ayva 了 aa, k¿ 
zi > Tee о-ы жа 2 > T. arr ETE P * (4 = 153) 


对 于 (74)， 由 命题 4. 6( 展 开 性 质 ), 我 们 有 
( Т4) = Were, cass ае pi 
+>, (r я t) Тылы he Lj (4-19) 


一 й о 
Torge kill 


= [8 Туй ast 
3 2 Tea ta (4 _ 155) 
= =), Tea b sli m 7 X > TG t) hd) ТЕК ау 
ij 
对 于 (23) + (74), ih Ú 的 反对 称 性 , 我 们 有 


(T3) +(74) = - > T, s paul 


-X È Took he "ые "m^ 


(4 - 156) 


i 
"dh T, ok "pe hs h- Tm 


-Xar eo ИРИ ll (4 - 157) 
E X È To oix Elis mi 
: x LT m (4 - 158) 
对 于 (75), 由 定义 和 对 称 性 及 反对 称 性 , 我 们 有 
(75) =[ Gap een i УЙДЕ 
$ > а PE hiLy | (4 ~ 159) 
= Teann n, + > К у (4 - 160) 
(4 - 161) 


агарта LIS. 


т Y Toni sli 
由 命题 4 6( 展 开 性 质 ) ,我 们 有 


对 于 (76) ， 


r - 
( T6) = [ (т + t) Te e EE pi 
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a 


mE ae om 
+ У туен ове I (4 - 162) 


i aja, «ео, 
L8jT,,, D pill, 一 To, kyskhet 


не > Took de hate T (АД (4 - 163) 
= Tail < к) ,9 2 = Pea usia q hb 
= $ Yr RR (4-16) 
с=1 j 


= Аа < S SSF PEEL) У, Тош к, 
B 


5 


"3, > Тазы зы д ah hi, V. (4 - 165) 


с=1 


对 于 (77) ， 保持 不 变 。 SE, RNA 
dr aa, r wi 
=V зый рй, үй 
dt Ti ki hells = 5, [ > (r + t) (r-2,t41) К-КЕ) 
м 1l 
+ DER. CUM араа; ye 
>, (т +t) Tire -1) ky kiha lj 1 
r T "ET Ve 
Е Y Lgs m t) (r-2,t+1) Куе Д, 
1 Т араа ye 
* (rt 71) Ери ign ly 
r T «үзе ye 
~ = [ (r-2,t+1) у ДЈ, Ј 
+ Y — or, ie Vd, 
(r,t-13) ky eil "TN 
r sas 
* > [ Tea ө =" 
ў 
мо 1l 
+ > (r +t) UR Dh Am ТАЛ 


5 
ayva ayva ^ k 
ы > Tu kah: aa Е > > Te ykacha ha a Б 
c= i 


p 

5 
орто 1 
т 2, 2, Ty pr kal te q bye 


єзї J 
t 
гаров а ajar =F V 
= У 2 ma sili „Їз. То еа < S,V» 
bet В 


(r +t +1) Dy Tod) Rt, 
В 
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5 
= Y > Tua ati aan kL Ye 


< 
E quy +t) Toa Yeti RV 
>) тсе Ra), (4 - 166) 
对 于 迹 零 的 Newton 变换 , 由 定义 和 定理 3.3 以 及 引 理 4. 1 有 
tes = TST pop Cc < Big В > 


x <В, у ,,B, у, > Ӯ, ГИ B (jns y (ра "m 


hir pp He p191 2 
+1 
1 1 ULM "Бу? ky: kp 
u^ ncc den d Bu > 
кй iB, > (Ён PUE Cp) (4 - 167) 


x « B, 
"e IN VA ۵ 8) 
FF (r=2,t41) hyo i M ly at 
У ту д Bop (4 - 168) 
= | a)... 1 
= (78) Hop estet = 75,4) 
арт 1 
(X {тй "D Mh СУ - 8А") | 


ij,p 


bd em T, рет M „h ү 


+ (T10) oa ig + t) Jo 2 в Eo hom lp ML 
* y {ГҮР T no ind ШЛУ izu] 
中 п +t) yp, гю. is dy ML 


"m | 
+ Y тр ieu] 


一 (T12) = ү Жем 2 A a lg hi 


yy 


po. d. au uasa 
* E TED et ж ri бнт Буе '] 
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+ (TBJ LR 
jc £ t) Toa D c LPS 
x (he hr + he Д ТОР 
( {р hi + ҺУН + Hê h?, - — Š, 05) V 


es Төш 1) ye КЫП 
оа apy ts ن¿‎ 
p ij Pi + Hh, or 
- (T14 A : 
mes +t) T (e-241) he ri ay Riy + رو‎ 


- d. P. лада 
T... Aku. home (Re +25, К" ,)V] 


£i (r +t) 
逐 项 计算 上 式 中 的 (78) - (714). йш 
对 于 (78) 
(78) = еч £a (W AW) 
+> ET T eod dM aw СУЗ - --8,АУ%)] (4 - 170) 


a See в 
t 
1 Pas 
+ د‎ 
(r + t) | ARMIS oe ihn ut. le 
"Aum eS apó 
Gen Peek, V 


t 1 p 
+ -— айко, 
ет eaea da 


i > |= s= T ” arap 
ў (r +t) Td 


t 
1 T 
+ b appe 

> (r +t) Teat: ars "la 


2 Wu XN SS , sas 
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t 
1 ^M 
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У Cer EP Ra 


Е s pue 三 大 二 四 = s) 
i Do wii i bo RE a 


n(r +t) 
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ауто, 


+> 


1 n(r +t) 
2r(n *1-r-t 


(n*l-r-t-s)q7^ 


Lar 


(r,t- Dh klj 


= 


+2 n(r +t) 
, 2(n +1 —-r-t-s) 
n(r +t) 


- M 


n(r +t) 


E LER пваа 


n(r +t) 


对 于 (79), 由 命题 4.4( 协 变 导 数 性 质 


(79) eu 


=[ 


> ws d ilh » я 


对 于 (710 ) ， 由 命题 4. 6( 展 开 性 质 )， 


arva 


(T10) = Gane 


t 1 Z^ i 
+ 2: (r +1) РЕТ на 


Z^ a 
t 
"Tos ky 


i 
=[6 a ade “ie 3l, 

5 
BS. sont 
1 
T rs 
c 


ч assi j 
a 0e, aa. 
= >, T yasa ha i 
g 


对 于 (711), 由 命题 4.6( 展 开 性 质 ) , 


r 


(r+t 


(T11) =[ T, yy? 


= [8; e атта, 
= j “(тыу ИТА 


r(n*1-r-1-s) p ^ 


(r-2,0 81) уи 


^ 
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ПИТКА 
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) 02a D kel 
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ap 
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`a 8 
(r-2, шї» es Иш 


о 
(r,t— ТӘ hy yi ly is 
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hf у 


ў, р 


ye]. (4 - 171) 


(4 - 172) 
(4 - 173) 
A 
igh 


а, ра 
ар pj 


14 (4 – 174) 


ТАТЕ) 


T gi (4 = 175) 


X 之 for] РЕГИ a Lr. 


(4 - 176) 
f 


LB 
„һы 


(4 – 177) 
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ХЕР 


(4 – 178) 
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> ~~ ayva -5 > 1 

—— pe, о á c 

PY 4 P aser didi „ j jj Esa, x 
y 


(4 - 179) 
对 于 (710) + (TID) , H L 的 反对 称 性 , 有 
“N " 
(n0) + (TH) = - Y, ots au 
ij 
s ™ ae š ke 
= 之 > Terje) адаа 
= T on nui 
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- EUN «зо 1 
= 2 >, 人 (4 - 180) 
e=1 j 
== 2 2, Ton na RE Ае 
- Y > Moe РИ: 2 (4 - 181) 
对 于 (712)， 由 定义 和 对 称 性 及 反对 称 性 ， 有 
(T12) = т лкы hu 
+> "in +1) T ic Wenn l; гч (4 – 182) 
m Тена + p Too Me Ls (4 – 183) 
- > > Teg eod (4 - 184) 
对 于 (713 ) ， 由 命题 4 6( EREE), 我 们 有 
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+ — Ti ci) has Ht hy, ] 


fi At (r +t) 
rín*l-r-t-5) -— 
=[ n(r +t) (r-2,041) ky Mt ill, ag, V! 


(n*1-r-t-s) Scud. i 
t yx (mt 一 sait sili, 7, ) 


e n(r +t) 
r Z^ Е = 
= [түзүү Ter -iy hihi lj R 
: Í a gp 
+ (r+t) T il) name RE] 
+1 -r-t- MM =+ 
~ m n(r +t) H MN 2,141) kyo г. 99 Ra) 
(n*l-r-t-s) — 
т = n(r + t) pies ТИЕ: RSV. 
(4 – 190) 
如 果 МР К" (с), 那么 对 于 (77), (T14), 有 
(T7) ten (r- rit hom 1 LA 
А. (rt) T, unha обуу) (4 - 191) 
= 2 (r A D zen tau V 
= 1 aiiis 
"b & rs) T ceteri til ET V] (4 - 192) 
zi 
+1 -r-t atek 
= (n +1 r Der ,md 
e (п+1-г—-)с ада, pm 
+ > фер эниш (4 - 193) 
(TI4) = КО) g T aeta ro )ر‎ = с, + 05,55, ) V” 


T^ 
+> = Te i Eyes кү „= 85 ya, + c0,0,,) V] = 0. 


(4 - 194) 
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推论 4.7: ( 变 分 性 质 ) 。 设 M OR" (c) TAE, 设 了 = Ие, + Ve, EE 
分 向 量 场 , 则 有 
4 — i f arva 
dr Loo nt, Е { > | > AT V 
: 1 mum era, 
+ b=l fran (r,t- Tp ү he xv ў T > Taka | 


let r aap y 


Pd T ca tél be iind, 
>) "is +1) To AE p ] -(r+t+1) > Таак v] 
+ eod oa nan T И = > > Toot E gani d А. 
~ {> > Тыш TENERE i + E > Tabak L day 
* р: > fg le } (4 - 195) 
а= ELE gig a 
eT ale 


^M 
= > НЕЕ + t) Tera pail noe kei 


c _ l ES asa 
ш * Tisa “1) ke аа uir s]; 


fi (r +t) 
= > LG A t) BRT, ksisll „у 
у ronan). 
4 > ra Ree ape 
t > Tig Toone "mA ] 
= ad с д 


= (REI геев) „и oL 
1 > n(r +t) qr, hoe ad a 


| 


2r(n +1 -r-t- s) 
LU T Ts 


+ 


сей 
(rdi eii) kas жац 4, V 
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„Жп+1-т--) E " 
ing rr: m liqui 497] 


r(ín*l-r-t-s) 
Ë > MEC MES "PM 


(n*l-r-t-5) p^ aca 
T T as 1) ky ta “hie 4d, PL ] 


n(r +t) 


i 
, 


‘eB 
кай 


pss 5 J 

ayy duca | k 

4 > Ty spon taqa EP 2 > И ИТУ Et 
р rr 


= t 
oN р 
~ ary г Ы 3 £ гарад 7F ab 
2 3ظ‎ To ATTE D = Ё ; A. ) is in d 
c= j 


“^ч. 
"oer DX Тан, 


5 


5 
Z^ " 
m А в 
+ У У То ыыы) МУ] 
ezi ^g 
7 ajo, H y 
+ (r + t) (ryt) kp hill, « " > 


r N T 
+ [к= өы d dali "m V” 


(r +t) 
t 1 T^ ajap a a 
i 2 en (rate DA pili t IP AS? 
r(n-1-r-t-s 
= cc Тыз, aad) te E 1, Tp V” 
(n+1-r-t-s) p^ ari 
ç бту ккк or аыр, Dih Ta V]. 
(4 - 196) 
推论 4.8: aM ON VETRE, 设 了 = Ve, + Ve, 是 变 分 向 量 场 , 则 有 
° Again 
= EU. - RAHM Is 
+ Þ3 [Te ji + > S. P + S, ЄЎ, V> 
š p 
- (r +1) pA V>- X Teni, (4 -197) 
Ui 
d; >, л 
一 -9 = [TG gy Ja ES 2[Te yu y Lyt Tu yaa Y] 


dt” 


(n+l -r) 
eH Е 


De v], +20105 e "Tias — وو‎ 


r-l,ü 


ү +r, <H, V> E MC һу 


у 


+S, ,V -(r+1)S 


r+1 
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tler) ` oS Ba 1=г) pr 
Ei ARS Pn W - Ti, pg -Horse Rw. (4 - 198) 


er 是 奇数 


do. d r-1 1 
di? af Те- Lie = > [ > r Тез м т s Теа У) 


-1 1 
= D2 Tn + ee j 
+ > [4 „= og, V. ha Ln. naa] 
+ Es - $8 +S: echt acd 
В 


x] 1 
id = T, sas RSV + То. Dj RV], (4 - 199) 


d 8° -l4-^4^ м 
“a =] > Tas торт 
1 


-1 
-2[— T, ое + "i ins VT 


si AM ELO х 


ae 3,2) ij ji 


a sot لم‎ ra LP 


(nr) 
(r l= 1 
+2[ =, D To. аби + ELD; S- TLF 


uel; v 


r- hif 


(r-I)(n*1-r), ` 
-[ (nr) (r- Taf + 


+S - S&L, = (r*1)T,. С „ЙИ erS <H, V> 
CIS hj «rur Му 
a Е 

aif (г Чин nsu tir EDS, P v 

- [5 = n JER V + pe То- еде ] 

(r=l)(n+1-r) © p (n*1l-r): Ju 
-[ - m L Poa lth LH, Rv], 

(4 -200) 

МВТ, Wt V = Ке, + V'e EEN HEA, WA 


fib 4.9, 设 x;M' 一 
° r 为 偶数 
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559 = |У тоди) = (r+) «Su >= D Toni Rg, 
(4 - 201) 
S| ša = (ru – HDS, аи] 
= ga” n Sra ii 
- (r*1)82,V* - (n -r)5, <H,V> at, tt hove 
n*l-r)g a pë (n+l -r)a pr 
106 Z W TOR - ULT De RL. 
(4 -202) 
° 7 为 奇数 


-1 1 
i | 5,188 = 
B 
d d + dedi +1 8.1 <$, > 


r- 
+ س )ورد‎ r Тоз, 2 Ty ЛР d 
у 


-2(r+1) Tn 
В 


arr =1 - 1 N 
- QU Te-a КУ” + Толу, RV] do, 
(4 - 203) 
=| ^M 1 — 
al 8,124 = [sS S ты V T uv 


— € 1 
+45 [= Таз" + p ha Lati 


(r-1y,i) 


r -1 


«2$: [—— T saa + + Ww 


Tos Vj Ji) 


-28 [E u x - ғ) TP — у] 


«г(т-1)(п+1-г) (п+1-г); 
-4$° p г” шыш a s uir] 
car (r -1)(n +1 -r) (n +1 -r) 
i ти 
E 8 
E өй = (п =2r) I S° < H,V > 
۽‎ 5 T, 2H hv + lose "I 
-2s (EDO t1 - руя Tp V n a, WV] 
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ca -1 1 iiis pa 
= 2 S; k= Т) RLW + r Толуу RV] 
pure R V 
„Акене ж ты (4 - 204) 
nr 
如 果 NP = В"*(с), 那么 » pR Ve = – 5,1 o 
ЖҮ 4.10: WE x: M'AS R"" (с) ETRE, 18 V = Ие, + Vre。 是 变 分 向 量 场 ， 


则 有 
e r ERA, 参见 文献 [7] 


is, = YU. "ES, W +S <S, V> 


~(r+1) <g ,V> *c(n-r«1) <S, ,,V», (4 -205) 
d- Z^ 
325. i 0971.4 —2[ Ту ly ME. nea” J 


dt 
uc Hm Vla „2 (п+1- г) 16° и y),- калы "Эр y vj 


+5, WV- (п+1)8° V° +r S, <H, V> +T,- оН" he? 
(4 -206) 


OAD ру. 


° 了 是 奇数 
d dr r-l 1 
а" = а Tiy = УГУ г Ter sag + Teng J 
+ EEF ¬ У St. Sh < 5,02 - (7+1) Dan 
В 


p 
+ Dar „ўе atts ve, (4-20) 


r 


-l14,^ , کے‎ 
a [— To sa SV + a 


r-l, 
-2[ 一 一 r To- афи + yum wor ty 


r -1 ^ a8 1 ^ 
* Tes i ТУ" 


реа =r) (п+1-г); 
[ Ts, say КҮ + " S ava 


(nr) 
ap шн шш. Л mm т " 
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-1 1-& 1- 
„(Же NL L Ve] 


+Ë p - 8812 S (r 41) To Lg «rS < HV > 
II P+ TO v 
[itin] rip 5 


«a 
ga, V 
nk (ne 3,2) 19 By 


Pa SD V). 


nr 


(4 -208) 


推论 4,11; Vc M ORT (с) RAPP EMH RFE (DH 20), i V = 


Ve; + Ve EBI HEY, 那么 我 们 有 
° r 是 偶数 


$s, = Z Tag 1 ‚+ ES, P +S, <S, ,V > 


-(r*1) <S... V> +с(п-г+1) <S,_,,V> И 


4; 1 - - 
£3, =[rC EF, 


— 


Dig WP], 2+1 V°] 


r-l,ü 


+Š V – (r* 1)82,V* +r, <H,V> FE se оН" hiv 
EE D$. M. 


° 了 是 奇数 
d a d a ` r =1 1 
dr = ig = > [ > tiny * Te ы 


+ > s, ү = У, 513 +5 <$,V>- (r+D YT antl 


,&rDoG-r*0. _ „ўе و‎ ү, 


r 
M r-1 
dr = = zaji gwal T e Vs 


ETRE 33)6 ff Attlee e, 


+2 = чиа n ofr iatis D$ V°] 


yt „i 


аа 


(4 -209) 


(4-210) 


(4-211) 
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+ 5° a ree +r 5° «H,V» 


rp 


A у зене AIV 4 ie ЫН" hyv 


-( Vestas 


(r-3,2) 6 Фор 


„МЕ a ү}. (4-212) 


推论 4.12: UE x: MR" ( с) FE RECA TUE, UE V = Ке, + Ve, 是 变 分 向 
量 场 , > 是 偶数 , 那么 我 们 有 
° 了 是 偶数 ,参见 文献 ” 


人 sd = J -(т+1) <S... V 


+c(n -r +1) <S,,,V > du, (4 - 213) 

d (n*1-r) 

dt ЕХ v, ro Dj, aV )- Tr DAS ü ү“) 
- (r +1)S* V° — (n - r)S$, < H, V >+ T, HEW 
_(n+1 =) 5 Z a. (4 – 214) 

п 
ег 
S 8,1°4 = ЕЯ! 1р ر‎ + Ln, ad 


+18S12<S ,>- Mrs p Trane’ 


+ 2s [ 1008 zs PT 
+ tions av], (4 - 215) 


=f os PN 
۲ Sua = [pš =l Та 1 + 一 Toy V] 


1 


к r- ч 

+4 З Тора + " Дыр osa] 
oe r-1 Pas 1 ^S 

+2 S; [Tee pa e + 7L Те-ш v] 


ag] E O GIO v] 


appear, офи C r)s Š 1 V] 


(nr) 
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EP 0901-05 T ү]‏ 25 ا 


+ оя Toa 12) PV -(n- or) ISI? <H, V> 


S° Ton CH AIV" + 3: nay aa 


Dat =l infos V] 


OD Qv] (4 -216) 
对 于 超 曲 面 的 情形 , 我 们 有 
推论 4.13; 变 分 性 质 。 设 х М", У = Ие, + fN 是 变 分 向 量 


场 , 那么 我 们 有 
år о: T = 2 P» oa. hl d 2. [Ta ы -之 | Tr. DAS. du 


大 大 
+ Zl Тоо] + $T Da 
ij P 


я > Y ToU + Y Y Tor, 
tTosngSfe-r-YTuagrM-( yb Tat ا لا‎ 
+( > ИИ hee hake M + > Tei Reis 
(4 - 217) 
a hick = TORRA - ТС 
- Ж БЫШИЛ, + БЇ à m 
"E CHIPS ey Ae > (Pesta) C Pot * fl, 


+1- 
-y (4-2 yC T. 1) To aF £ Z fot 5g ү” 


- у 2 s IW = P У 5 rip 


= Cras) "o d) - i >! Тнк, hy f] 


i +1- 
+r Жс Hf + (Т, мие 2 TH hf) - [GT Dh- of] 


[T ky a R 
$ (r Ta Савон] 
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аот LEE И Г (4-218) 
推论 4.14: S MI ig i V = Ve, + fN 是 变 分 向 量 场 , 那么 


我 们 有 


d 4 
ELT ; = 之 [7 (r- 1) Л] a * УУ i M 


7 

" > > Pod + D > TEREPE 

+ Tua BS f + (s-r- 117 д Af 

-( x ET ay tf + ( > Tyrii gt) f 

+с(п +1 == Толу, (4 - 219) 
ТИН = 2. (Жын his у - Е ГИ, 

= Уто "na į + У тео ЗЛ 

р (tt aa | y EEL в, 


+1 = 
-X [IM raf] + > fort 5 Á 
2 y by (MEC al 1 ED - > У нор Ly 
-[(r+1) f t a] - > > [T bae haf] 
+ Тоа “НУ + [5 dis TIN, 
m 
_ (t1 =D үр he ' of). (4-20) 


Hit 4.15: UE x: MN" illii, 设 了 = Уе, e fN 是 变 分 向 量 场 , r 任意 ， 
那么 我 们 有 


95, = = А (T, if) ij = уд [Ty jf] ; 
y 
+ p» (Te; J) + 2: S: Ye + 5,5,7 
у p 


-(r+1)S f+ > TC aye ИИТИИ Я (4 - 221) 
95, у на р РТ CR psal 
Gas + 2(а+1-0[$_ mr — -NTs qL] 
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+Š W —(r41)8, f+ S HE TC Hh 095, бу 


eS es (n+ 


L=r)a = 
+T Ra a Á ELTE, Ray (4 -222) 


推论 4.16: Ut *:M 一 ”是 超 曲面 , UE V = Ve, +fN 是 变 分 向 量 场 , r 任意， 
那么 我 们 有 


af Side = LE (To; uf). + (r+ DS af 
ij 


+ Y Too diga dh, (4 - 223) 
7 
df s (n *1-r);; 
m LL - алд e Diet, if] 
=(r+1)Š = (n - r)SBf + T, Bh - (atlas of 


„Ж. es + 1 5 x = 
+ T. Козу = +1 PD, Raf de (4 ~ 224) 


推论 4.17: VE х: W'SR"" (c) PAR ШИШ, 1# V = Ve, +N 是 变 分 向 量 场 ,r 任 
意 , 那么 我 们 有 


is, = E Maa + TS, + S50 

irria ee r * 1)S, f, (4 -225) 
A m Uf odla Yana fl лый] 

tas ر ی‎ ##+1=901$_у],-\#®*+1=0[$5_ n 


n eins > п 
+Š „И — (r 1)8, f r8, Hf + To) Hh, f 
tas gf (4 -226) 
推论 4.18: 设 x:M" 一 R""(c) 是 紧 致 无 边 子 流 形 , iz V = Ve, + fN 是 变 分 向 
EH, r 是 任意 数 , 那么 我 们 有 


ч [ sar, = L - (r +1)5S,, f +e(n =r +1)S f dv, (4 - 227) 
аг: 个 1 - А / 
LL = e en; -mtl nrs f] -(r*1)S,f 


- (n - r)S Hf + T Hh f - {ath as gf (4 - 228) 
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жон 自 伴 算 子 的 组 合 构造 


从 第 二 基本 型 出 发 , 按照 一 定 的 规则 ,可 以 构造 新 的 张 量 , 这 些 张 量 在 刻画 
某 些 特殊 子 流 形 和 简化 某 些 泛 函 的 计算 之 中 有 巨大 的 应 用 , 除 此 之 外 , 这些 特 殊 
张 量 可 以 构造 一 些 二 阶 微分 算 子 , 特别 是 一 些 自 伴 的 二 阶 微分 算 子 在 子 流 形 刚性 
定理 和 间 孙 定理 的 研究 之 中 有 重大 价值 。 本 章 主要 研究 一 种 特殊 的 张 量 构造 的 特 
殊 算 子 。 参 见 文献 [5,42]。 


5.1 自 伴 算 子 的 定义 


db = Y 6,080 是 流 形 (M, ds) 上 的 对 称 张 量 ,定义 Cheng-Yau 微分 算 子 


Of = > oj; 
对 于 这 个 算 子 , 容易 得 如 下 的 定理 。 
定理 5.1( 参 见 [28]): M, ds*) 是 紧 致 无 边 的 , H FOR A EB RS (FE 12 
中 )， 当 且 仅 当 对 任意 : 


> Ф, =0. 


证 明 : ХГ 28 | (PRLS, а 是 光滑 的 , 利用 Stokes 定理 和 分 部 积分 公式 ， 
直接 计算 , 我 们 有 


|, Ofgdy = [psf edo = |: (фу) jg = p; fag w 
Ë h - esf i£ ¬ Фу. 6 dv 
= J. - (ejf) i& + ej, fej – Фу. Г.Е dv 
= [efe + po di, ё 


= |, Deft e; ЈЕ — Gy Jf. g dv. 
因此 , 根据 函数 和 张 量 f, f, g, а ,的 任意 性 , WOW AAT, SAMS 
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> Ф; =O, Vi. 


我 们 列 出 一 些 自 伴随 算 子 的 例子 。 
815.1: 最 著名 的 例子 自然 是 A 算 子 , 即 py =б,. 


例 5.2: 由 第 二 Bianchi 恒等式 , Ж У, К, = —R., 因此 可 以 定义 фу = 
FRO, - Ry. 实际 上 , 我 们 可 以 给 出 一 个 简洁 的 证 明 。 


证 明 ”我 们 知道 Bianchi 等 式 和 对 称 等 式 
Rin + К, + Ring, =0, К = Ry. 
所 以 根据 定义 和 上 面 的 等 式 , 我 们 有 


1 = YR, = > Ru; = È Ra. = р> = (Rs, i + Кш) 
1 
=-R,- > Ra = R, =, Í = LR, +56, 
05.3: 设 对 称 张 量 a = > a,0' Q Ө 满足 Codazzi 方程 oj = aa, WAF 
e; =( 》 au)5 - aj 是 自 伴 算 子 , 我 们 有 如 下 的 推导 : 


È Pij = 2, (È au) Bj Y У, а, (5-1) 
= (tr(a)) i - Уа; = (ї(а)),- Уа: 
= (tr(a)) , - (tr(a)) ; = 0. (5-2) 


815.4: iE x: MR" (с) & T UE , hj 显然 满足 Codazzi FFE, BF p; = nH, 
- hj AFAT, 定义 如 下 : 
O: С°(М)у—С°(М), (5-3) 
(пн, - h;)f, =nHAf- Y, hf, (5-4) 
0] 5.5: #х:М—К"*” (c) HE Р, h; RWE Codazzi 方程 , FF py = 
nH*8, -对 于 固定 的 a 是 自 伴随 的 。 定义 如 下 : 


Ce, С° (М) С° (ТМ), (5-5) 
(пн, -h2)f, »nH M -. У, hif, (5-6) 

D: C* (M)C* (T^M), (5-7) 
f>(nH"S, —Һ%)/,е„ »nMH - Y, if B,, (5-8) 
D*; С°(Т*М)—С°” (TM), (5-9) 
ё°е„—>А(пН°ё°) - (hsé") . = nH" A£* ht“, (5 -10) 


015.6: UE x: MR" (c) FT, Newton 变换 To; 显然 散 度 为 零 , AF 
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e; = To; 自 伴 随 的 。 
我 们 定义 如 下 : 
@ p=l, r 任意 

L,: C*(M)—C* (M), (5 -11) 

fT. (5-12) 
° рк]; r 任意 

L = Lfl (N = [L0 =0, (Le) =- [ < Tof, Da >. 

° Die k, r 任意 


Q: C'(M)—oC'(M), (5-13) 
fT Si *c(n-r)Sf, (5 -14) 
i.e. Q,zL, *c(n-r)S,, id. (5 -15) 


805.7: Ex: MOR"" (c) EFUB, r HRM, Newton 变换 To; 显然 散 度 为 
=, BT Ф; = Toss 是 自 伴随 的 。 我 们 定义 如 下 : 

° p22, т 为 偶数 

L: C'(M)OC(M), (5 -16) 

PT А (5 -17) 
° pz2, г 为 偶数 

Le = Lf LG) = LAD =0, (f(g) == | < Тыр, De >. 

° pz2, r 为 偶数 


Q: C'"(M)—C" (M), (5 -18) 
fT, f, *c(n-r)Sf, (5-19) 
i.e. Q =L *c(n-r)S,, id. (5—20) 


015.8: 设 x:W 一 R (c) FRE, Ut r ATRL, Newton 变换 7., ;显然 散 度 
AE, BF py = Т, ХРЕН а 是 自 伴 随 的 。 定 义 如 下 : 
° p22,r 为 奇数 


L: C*(M)—C%(M), (5-21) 
FT fi (5 -22) 

Li: ЄМ)" (ТИ), (5 -23) 
fo ey е.) (5 -24) 
[gr = Ë < Lf, e, > = 0. (5-25) 


e pz2,r 为 奇数 
L': С° (ТУМ) С° (М), (5—26) 
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Ee, T. iE, (3-27) 
[Es Gu) = 0. (5-28) 
° p22, r 为 奇数 
Q: C'(M)—5C'"(M), (5 -29) 
fT tf, te(n=r) «S,,e, »f, (5-30) 
i.e. 0° SL? +с(п-г) <S,,e, >id, (5-31) 
Q. C'(M)OC" (T! M), (5-32) 
POT fie, teln -rr S,, (5-33) 
i.e. Q -L *c(n-r)S,, id. (5 -34) 


5.2 


曲率 模 长 和 Willmore 不 变量 的 计算 


我 们 都 知道 , 子 流 形 第 二 基本 型 长 度 函 数 和 Willmore 不 变量 分 别 定义 为 
S = > (hj) füp-S-nH , 它们 的 二 阶 协 变 导 数 的 计算 是 非常 有 用 的 。 我 们 分 别 


Ја 


计算 之 。 


e 在 一 般 流 形 之 中 且 p>2 时 


Su = 


Ш 


2,2 (hihi) = У 20и + У 204 hs, (5 - 35) 


ijkla ija ija 


Y 289000, = Ва) a + Oa Вау) + hi haa) y 


ija 


thing) +2 У, hg, ih; (5 -36) 
т 

> = 2h Re, | + У 2686, + Y 206, ‚+ xw. Ji. 

UY Ilo + у SR + Y MR. 

+ E SML, = вун) + У OSA, = Wii nh 

aj ра 

b ЖОЕ = hihi hs her) }, (5 -37) 
= Su- X а, = У Зад (5 - 38) 

> Ы ln. Ы 2284, {+ 228, T 

PM 之 E 之 hihi Raya + > ШИ 


арВра В _ papBpa LB apapBpB _ papa LB pB 
+ р (hi hh, h, = h;h;h, ) + > (hh hh, = hihi hh) 
ypaB ijpaß 
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+ У (hhh — hehe ach’) 1 (5 -39) 
Орав 
- У 2um,m, - Y 2nH H's (5 - 40) 
AS = È Su = к = 2h RO, ,+ У MR шш; У плен", +21 Dhl? 
- ijka ija 
PH мк “Ra + У WIR Rin + 2 Ra 
- Y2N(A,A, - AgA,) 
£= 
+ У 2nS,4H* - 2 (Se) ， (5 - 41) 
Ap = 2 — 2h°R%, , + da мы, + У, 2nh;H*, +21 Dh |° 
ika 7 ijo 
{укый + Y кы + У RS] 
- 3M2N(AA; “AA + 2 288 Н -2(S,,)’ (5 - 42) 
5% 
-2n| VHI? - У 2nH" AH", (5 - 43) 


e 在 一 般 流 形 之 中 且 p=1 时 
Su = > 2h R. n+1) jk, l = > DR La dali, j i > 2h,hi ij T > 2h, ћу, 1 
y y 


T ET 25 hh pk Ri + уу hh, Rus 一 S >, hyh pl 


yp 
+ У (hyhyhyh, + hgh hyhy = hh; hh) } (5 - 44) 
yp 
pu = Su - 2nH ‚Н, - 2nHH y (5 -43) 


= bx "o aaa F Y 2h Rua; + У, 2, Ü + Y Ph. zh. u 
ij ij у y 


* 21 2 hihi R inn + 2; hh, Ry, = S > hh 


йр Up 


+ У (hyhyhyh, + hyhihyhy = hh hhi) j- 2nH ,H = 2nHH ц, 


gu pi 
üp 


(5 - 46) 

AS = È Su = У hR „луд. - У 2hR ensiy + Y2nhH , +21 Dh |° 
7 7 

+5, 2h, hy Ray + T, 2h AR, „Кн — 28° + 2nP,H, (5 =47) 

Ap = AS - 2п1 УНІ? - 2nHAH (5 - 48) 

= У 28а, " ~ SR. + 2 anh, +2 Dhl? + У 2h, А.К, 

+ У Кы - 25° + 2nP,H – 2п1 УНІ? – 2nHAH. (5 - 49) 
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。 在 空间 形式 之 中 且 р22 时 
Su = У 23 + 22h;,h;, +2{ Y, —спН°Һ + 05,S 
ija ija 


+ У, (hehBhe hs — heheheh’) + У (hoh hhh, — hohe heh’) 
ypaB 


e kp "pj kp "pl ў сір pj ip "pU "jk 
ij 
+ Y (Gh, = hyhahy hy) }, (5 - 50) 
ijpaB 
Pu = Su - У 2n, - Y 2nH° H°, (5 - 51) 


>, Zhi hig + > 2h; ,h;, + 21 > = єпН°Һ + cë, S 
ja 


Va 


+ > (hh hi = Һ°ҺУҺ ht) + 2, (hihi 一 hohe he hi.) 
ij 


e gu kp “pl jp p ip pl 
+ Y (SML hs = Shih ha) ]- 2, 2nIT,I, = У, 2nH Hs, 
ijpaß a a 
(5 - 52) 
AS = È Su = Y 2nh;H*, +21 Dhl? +2ncS - 2п?сН? 
- Y 2N(A A, -A,A,) + У 298,49 -2 (S), (5 - 53) 
£= 
Ap = AS – 211 VHI? - Y. 2n AH" (5 -= 54) 
= У 2nh;H*, +21 Dhl? + 2пс5 - 2n°cH° (5 — 55) 
- У INCA A; - A,A,) + 2, 2n, H -2(S4F (5 - 56) 
on 
-2n| УНІ? - }\2аН°АН°. (5 - 57) 


e 在 空间 形式 之 中 且 p=1 时 
Su = Y2hjh,; + У 2h; h, = 2cnHh, + 2c8,S - 2S У hyhy 
ij ij P 


+ Y2Ahyhyhyhy + hyhyhyhy = hh hh) ， (5 - 58) 


- ў "il "kp "pj ip pj ip "pl “jk 
üp 
pu = Su- 2nH ,H , - 2nHH „ (5 = 59) 
Y 2hyhy, gy + Y 2h; phy, = 2enHhy + 26848 - 25У hi ha 
i Р 


у 
+ > 2(h hihi hy + hyhihyhy — h;h,h,h,) - 2nH ,H , - 2nHH y, 


“ ў "l^ kp pj ip “pj ір “pl 
yp 
(5 - 60) 
AS = Y Sy = Y2nhH , +21 Dhl? 
k ij 
- 2п?сН? + 2ncS -25° + 2nHP,, (5 - 61) 


Ap = AS - 2n| УНІ? - 2nHAH 


第 5 章 ， 自 伴 算 子 的 组 合 构造 / 81 
= У 2nh;H , +21 Dhl? -2n°cH 
у 


+ 2ncS - 25° + 2nHP, - 2n| УНІ? – 2nHAH. (5 - 62) 


5.3 位 置 向 量 、 切 向 量 和 法 向 量 的 计算 


空间 形式 之 中 子 流 形 位置 向 量 、 切 向 量 和 法 向 量 的 二 阶 协 变 微分 的 计算 往往 
可 以 给 出 很 多 特殊 子 流 形 的 微分 刻画 。 
e 位 置 向 量 x 的 协 变 导数 
固定 一 个 向 量 a, 定义 函数 /= «x, a>, 根据 函数 协 变 导数 的 定义 , 我 们 有 
df=f 0 = <dx, a> = <e,,a>6', (5 -63) 
fð = df, -fb =d<e,,a> - «e,,a» d; 
= <ф?е, t de, - Өх, a» — «e,,a» d; 
= «hje,0 —cB,x0 ,a > , (5 -64) 
X,—e,X,-hje,-cDx, Ax =n H пок, (5 -65) 
Lx = (r+1)S,,, -e(n -r)Sy. (5 -66) 
e 切 向 量 。 的 协 变 导 数 
固定 一 个 向 量 a, 定义 向 量 场 = <e, ae; 2m e;, 根据 向 量 场 的 定义 , RITA 
7,0 =dm +7’¢, =d<e,, а> + «e,, a >ó, 


= <ф?е, + je, - Өх, a> + <e,, a >ó, 


= (№ <e,, а> -0,<x,a>)0, (5 -67) 

e; ; = Ме„ – сух, e, , = hu це, —hghpe, — Bye,» (5 -68) 

Де, = nH*e, - Y hjhze, = ce; (5 -69) 
jia 


e 法 向 量 e, 的 协 变 导数 
固定 一 个 向 量 а, 定义 向 量 场所 = <e,, а>е„=&°е„, 根据 向 量 场 协 变 导 数 的 

定义 , 我 们 有 
EO =dt +p =d<e 


a? 


а> + <e,, a >s 


E p B B- 
= <фе„+Фф е, a» – <eg, a», = —hie,, 
e, = — hie, , e, j = — pep - hs ht es + chix, (5-70) 
Ae, = -n У Нче, _ У outs + ncH*x, (5-71) 
n B 
L'(«a,e,»5e,)  - <DS,,,,a> -S,,, <S,,a> + (г+2) <5,,,,а> 


+c(r+1)5S,, <x, a>. (5-72) 
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第 6 章 曲率 模 长 泛 函 的 定义 


前 面 五 章 我 们 充分 给 出 了 预备 知识 。 从 本 章 开 始 , 我 们 开始 进入 本 书 的 主题 
部 分 , 曲率 模 长 泛 函 的 变 分 法 人 研究。 为 了 所 发 展 出 来 的 定理 的 适用 的 广泛 性 , 我 
们 定义 了 一 类 与 曲率 模 长 相关 的 泛 消 СР, 同时 为 了 研究 其 在 微小 摄 动 下 的 演 
HME, 与 之 对 应 的 , 我 们 定义 了 CDra 泛 图 。 特 别 的 ,当下 取 不 同 的 典型 函 
数 的 时 候 , 我 们 定义 了 一 些 特殊 的 CD KIZA. 


6.1 曲率 模 长 泛 困 的 定义 
在 子 流 形 几何 之 中 , 通过 第 二 基本 型 


В = һе, 0 90. 
我 们 可 以 定义 第 二 基本 型 曲率 模 长 为 


Ss Y cay. 
简称 为 曲率 模 长 。 显 然 , 曲率 模 长 S 满足 如 下 性 质 
e ЧЕЙРЕ 
曲率 模 长 S 非 负 , BIE S(Q) 20, V Q e M; 
e 零点 即 测 地 点 
曲率 模 长 5 的 零点 即 为 测 地 点 , 即 是 S(Q) =0 当 且 仅 当 0 FEM 的 测 地 点 ; 
° 有 界 性 


因为 М FE ABC IE, 所 以 曲率 模 长 S 可 被 一 个 与 流 形 М 有 关 的 正常 数 
Cy 控制 , 即 是 0<5< Cy。 极 小 子 流 形 的 研究 是 历史 修 久 的 课题 。 在 代数 上 ， 
它 由 


Н" = =0, Va 
来 刻画 。 在 变 分 法 上 , 它 由 体积 泛 函 来 刻画 
Vol(z) = Í, dv. 


Simons 在 其 著名 的 子 流 形 的 论文 之 中 利用 特殊 的 自 伴 算 子 作用 于 曲率 模 长 S$, 并 
结合 极 小 子 流 形 方程 和 精巧 的 矩阵 不 等 式 , 得 到 了 极 小 子 流 形 的 曲率 模 长 的 间隙 
现象 。 
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[scs = dus Es Ü. 
M NN Я 


p 
根据 此 积分 不 等 式 , 容易 得 到 当 
n 


ر 
р‏ 


时 。 曲 率 模 长 S 只 能 取 到 端点 的 两 个 值 , 即 是 
S=0 或 者 S= 


0<s< 


n 
T 


p 
Lawson 从 上 面 的 结论 出 发 ， 对 超 曲 面 定 出 了 S =n 的 极 小 子 流 形 , 为 Clifford Ж 


面 。Chern до Carmo, Kobayashi 则 对 高 余 维 数 情形 定 出 了 S = п 1 的 极 小 子 流 
2. a was 


p 
Ж, X Clifford 环 面 和 Veronese H „ Chern, do Carmo, Kobayashi 讨论 的 过 程 分 
为 四 步 。 第 一 步 , 利用 特殊 的 自 伴 算 子 作用 于 曲率 模 长 S, 利用 极 小 子 流 形 的 代 
数 方程 和 张 量 协 变 导数 交换 公式 化 简 表 达 式 ; 第 二 步 , 利用 精巧 的 矩阵 不 等 式 估 
计 得 到 的 表达 式 ; 第 三 步 , 利用 子 流 形 结构 方程 讨论 几何 量 的 刚性 ; 第 四 步 , 利 
用 Frobenius 定理 得 到 子 流 形 分 解 定 理 。 
李 安民 和 李 济 民 对 第 二 步 中 的 矩阵 不 等 式 作 了 重要 改进 ,得 到 了 李 安 民 类 型 
的 间 际 定理 。 
受 此 启发 , 我 们 可 以 考虑 所 谓 的 СР, TZ PR, 其 临界 点 称 为 CDa, n РИ 
为 了 叙述 精确 , 我 们 需要 设 定 两 个 集合 
Т, = x: M. >N" , M 是 无 测 地 点 子 流 形 | 
T, = xt MN", M 是 一 般 子 流 形 | 
根据 集合 T,, T, 的 定义 , 我 们 精确 定义 函数 六 满足 
F(0, œ ) 或 者 [0, o )—r,u—F(u). 


并 且 满 足 
FeC (0, o )sksf C (0, o). 
当 是 无 测 地 点 子 流 形 时 , 我 们 对 函数 下 的 要 求 为 
FeC(0, ©), F:(0, е) В, u>F(u). 
当 M 为 一 般 子 流 形 时 , 我 们 对 函数 下 的 要 求 为 
FeC[0, ©), F:[0, о), u—F(u). 
由 集合 Т,, T, 的 定义 和 函数 下 的 选择 , 我 们 可 以 定义 新 的 两 个 集合 
T. 2 ((M, F): M 是 无 测 地 点 子 流 形 , Fe C (0, x )} 
T2 ={(M, F): M 是 一 般 子 流 形 ， FeC[0, »)] 


ва / 子 流 形 曲率 模 长 的 间隙 现象 


我 们 对 于 集合 T, 或 者 集合 T 中 的 子 流 形 , 我 们 分 别 选 取 Т, FIT, PAY PR 
ЖЕ Же Ср, py IZ PAA 


GD. p (x) = | ЕС). 
为 了 研究 CD 广泛 函 的 微小 扰动 之 下 的 变化 规律 , 我 们 进一步 考虑 CD re 
GDur = [FCS + е). 


特别 的 ,对 于 各 种 不 同 的 函数 , 我 们 可 以 定义 很 多 具体 的 泛 函 ,这 些 泛 函 可 
以 丰富 子 流 形 的 研究 。 抽 象 函数 的 形式 多 种 多 样 , 我们 不 可 能 一 一 考虑 清楚 ， 
我 们 只 需要 考虑 几 种 典型 的 函数 , 包括 : FAM, HMR, XR, = ff Ri 
数 。 下 面 我 们 逐一 介绍 。 


6.2 特殊 的 曲率 模 长 泛 函 


适 函 数 是 一 种 典型 函数 。 因 此 , "4 F(u) =u BF, 我 们 可 以 定义 震 函 数 曲 率 
BKZ A 


CDi, = [ sas. 


其 临界 点 称 为 CD ) 子 流 形 。 对 于 是 否 具 有 测 地 点 的 子 流 形 , 指数 7 的 取 值 很 不 
相同 。 如 前 文 所 述 集 合 定义 为 
T, = |x: MN, M 是 无 测 地 点 子 流 形 } , 
Т, = \х:М"—›"*”, M 是 一 般 子 流 形 }. 
显然 的 , 对 于 上 面 不 同 的 集合 , 指数 7 的 取 值 为 
° `4 Me T, 时 , 指数 r 的 取 值 为 
reR. 
° "4MeT, 时 , 指数 的 取 值 为 
r=1, 2, MH, є[3, ©). 
我 们 记 为 集合 
T, 1 = (M, г): M 无 测 地 线 子 流 形 , re R |， 
T, ,= | (MM, ry: M 是 一 般 子 流 形 , r=1, 2, 或 者 ,，e [3, eo ) |. 
这 样 取 值 的 目的 是 为 了 使 得 计算 泛 函 СР, ,的 第 一 变 分 公式 有 意义 。 自 然 
当 r>0 时 , MFT, 之 中 的 子 流 形 , ZA CD, ,在 积分 上 是 有 意义 的 , 但 是 通过 
变 分 公式 的 计算 , 我 们 知道 对 于 某 些 取 值 不 一 定 有 意义 。 
通过 对 老 函 数 曲 率 模 长 泛 函 的 微小 扰动 , 可 以 实现 对 比 研究 , 我 们 定义 
GD,, , É Z PAA 
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Єр) = |; (S+e)'dv, Ve > 0. 


因为 曲率 模 长 S>0, 所 以 对 于 任意 的 e>0, 我 们 都 有 S+e >0。 因 此 上 面 的 积分 
IZ PA CD,, ,对 任意 的 子 流 形 Me T, ОТ, 都 是 有 意义 的 。 
指数 函数 是 一 种 重要 的 基本 函数 ,其 具有 如 下 典型 性 质 


s lo L mi 
e sid Rd T dre 十 … 
因此 , 指数 函数 是 对 震 函 数 的 某 种 意义 上 的 线性 组 合 , 体现 了 平均 效应 。 因 此 我 
们 研究 如 下 的 泛 函 
Ср. ку = |, 
泛 函 的 临界 点 称 为 CD, sy 子 流 形 。 对 于 指数 函数 , 因为 e* =ese ,所 以 定义 指 


数 函 数 曲率 模 长 扰动 泛 函 是 没有 意义 的 , 故 在 此 不 予定 义 。 
对 数 函 数 是 一 种 基本 函数 , 其 具有 如 下 性 质 


log(S) =log(14+8-1) =(8-1) -145- D! e (D (s a) 
因此 , ATR REXT ЖЕРИ С X. ERAS fH. dd EAE P iz PR 
Сб) = [ log( S)dv, M e T, 
泛 函 的 临界 点 称 为 CD oo 子 流 形 。 同 样 的 , 我 们 可 以 定义 扰动 的 对 数 函 数 型 曲 
率 模 长 泛 函 为 
CD, = 人 log(S+e)do, Me T, U Tr 
三 角 函 数 是 多 种 多 样 的 , 我 们 只 关注 一 种 三 角 函 数 
sin($) =5-зүЎ tee + See 
Fe AY ЖОК TT FE PRA ZA RIAR 
GD. sn) = [sin CS) do 


泛 函 的 临界 点 称 为 CD ;,) 子 流 形 。 同 样 的 , 我 们 可 以 定义 扰动 的 三 角 函 数 型 曲 
FRR IZ PRY 


GD, n, sin, © = [,sin(s + €) dv. 


Zx E, dli EZ PEE FARRER PR. 
e 抽象 函数 型 CD „Яй GD, r, o UE PR 
CD r) =] ,F(S) dv, GD,, r, =] „ЕСЅ +e) ао. (6-1) 
研究 此 泛 函 的 目的 在 于 对 各 种 零散 的 曲率 模 长 泛 函 进行 统一 处 理 , 得 到 较为 抽象 
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的 结论 。 
° ERRA CD ,和 GD,, , ZR 
GD... = jS dv, GD = |, (5 + e)'dv. (6-2) 
° 指数 函数 型 CD e) TZ PA 
GD, = [е (6-3) 
© XR PRY CD 和 GD 10g, o) Z PR 
GD... = |10805), GD... = |10805 + €) de. (6-4) 


ө 三 角 函数 型 CD sin) 和 CD ып, «) 12 PRI 
GD,, an) = fsin(S) do, Ср, о = jsin(S + €) do. (6-5) 


构造 后 面 四 类 Willmore 类 泛 函 的 目的 在 于 基于 下 的 具体 表达 式 ,， 对 四 种 典型 函数 
的 泛 函 进行 样本 性 研究 。 
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BIE 泛 函 的 第 一 变 分 


在 第 6 章 , 我 们 构造 了 很 多 曲率 模 长 泛 函 , 本 章 我 们 利用 第 З 章 和 第 4 章 的 
基本 变 分 公式 来 计算 这 些 泛 函 的 第 一 变 分 , 这 是 对 曲率 模 长 泛 函 进行 研究 的 
基础 。 


7.1 Ср, mm 泛 函 的 第 一 变 分 公式 


因为 CD iz ЕТИН Е, 为 了 使 得 计算 结果 适用 于 较 大 的 范围 , 本 节 我 们 
计算 CD „і Ж GD,, r ZN. AIC, 我 们 需要 如 下 引 理 。 
引 理 7.1: Bi x: M NT RET UE, V = у Ve, + У Ve, ERARI KZE 
分 向 量 场 , 对 于 子 流 形 M 的 体积 微 元 , 我 人 有 | 
сы? = п DEV") dn (7-1) 
BB. 由 定理 3.3 立即 可 得 。 
引 理 7.2: 假设 x: MN" ETRE, V= X Ve; + Y, Ve, EARI IS 
变 分 向 量 场 ， 对 于 子 流 形 M 的 Willmore KER p, 我 们 有 
У, 2h; v", ‚+ DS, V + ENS V – У 2h Ro V°. (7-2) 
证 明 : m 3.4 立刻 可 得 。 
利用 上 面 的 两 个 引 理 , 我 们 立即 可 以 计算 泛 函 CD 4 的 第 一 变 分 
SGD... n (x,) = Í. F'(S) AG) + F(S) (V. - nH*V®) dv 
= [| (S) Опи, + S.V. + 28,,V" – 2h8 REV") 
+ F(S) (V, - nH*V*) dv 
= [| QF'G)B) TS + FSIS 


-2F'(S)hf RÊ V° — F' (S)S Vi - nH*F(S)V* 


y ya 


= [LQFG)R) „ + 2F'(S) Spe 
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-2F' (S) M, R$, = nF(S) H*) V* dv. 
对 于 С”, r, iz PR, 同 理 计算 可 得 


д Д , EJ 9 
HCD s o (8) = L: (S + e) (5) + F(S +e) 4r do 


ija 


= [s +) [2881 + S IV 4 28,5 V* — 218 у] 
+ F(S + €) ( > v. эё У ourv) dv 


= [,LQFG +є)) V + 2F'(S + e) Sau" 


ü 


-2F'(S + e), REV - nF(S + e) H'V^) de. 
因此 我 们 证 明了 

定理 7.1: UE x: MON ETHIE, 那么 M 是 一 个 CD,, n FRIB4AMY 
对 任意 的 a, (n+1)<a<(n+p), FR 

(2F'(S)h7) ;+ (2F'(S) Sa, -2F'(S) HERE, - nF(S) Н" =0. (7-3) 

FETE 7.2: VE x: M'N" ETRE, ЯА М 是 一 个 CD, r, o TF UE `M EDU 
对 任意 的 a, (п+1) <а<(п+р), A 

(2F'(S +e)h$)  +2F'(S +) Sigg -2F'(S + e) RS, - nF(S +e) Н" =0. 


ija 


(7-4) 
定理 7.3: VE х: M' SN" НТ, 那么 M 是 一 个 GD,, x) 超 曲面 当 且 仅 当 
(2F'(S)h;) „+2Ё'(3)Р, +2F'(S)h; Rinsi = PF (S)H =0. (7-5) 
定理 7.4: VE x: M" —N"* 是 超 曲 面 , 那么 内 是 一 个 CD, r, 。 超 曲面 当 且 仅 当 
(2F'(S +e)h,) sj «2F'(S +є)Р, +2F'(S +є)һ, „у „лу —пЁ(5 +є)Н =0. 

(7-6) 


定理 7.5: VE х: MON’ 是 子 流 形 并 且 һу = сопы, Vi, j, a, 那么 M 是 一 个 
CD РЎИ А BAL ERA a, (n +1) <a<(n+p), FARS 
2F'(S) Sigg -2F'(S) ҺЕ, = nF (S) Н" =0. (7-7) 
定理 7.6: VE x: MN" TUE JE B. hf = const, Vi, j, a, 那么 M 是 一 个 
CD 六 ae 子 流 形 当 且 仅 当 对 任意 的 a, (n +1) <a<(n+p), FARRE 
2F'(S+€) Sigg -2F'(S +e) HERE, - nF(S +e) Н" =0. (7-8) 
定理 7.7: Ú x: MN" JE I FÊ E. hy = const, Vi, j, 那么 M 是 一 个 
GD, 站 超 曲面 当 且 仅 当 
2F'(S)P, +2F'(S)h Ri, oí; -nF(S)H=0. (7 -9) 
定理 7.8: 设 x :及 一 ”是 超 曲面 并 且 hu = const, Vi, j, 那么 M 是 一 个 
СР. r, o HAHA 
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2F'(S*e)P, +2F'(S+e)hRio vo nF(S+e)H=0. (7-10) 
当 流 形 N"“ 是 空间 形式 R*(c) 时 ,我们 知道 其 黎 曼 曲 率 张 量 可 以 表达 为 


Ragen = — С(блс8вр ¬ дарднвс) > Ri, = - 85g» 


ya 


Rin = > R sin = > —-c(8,0,, — бавб) = пев 一 сУ dx, 


Ris = > Аа = > -c(8,,0,, = Өавбш) = рсблв — c 3 79А 


Rig = поб д, Ку = ро,. 
于 是 上 面 的 定理 在 空间 形式 之 中 可 以 归结 于 
定理 7.9: VE x: MR" 7(c) 是 空间 形式 中 的 子 流 形 , 那么 М 是 一 个 Ср, r) 
子 流 形 当 且 仅 当 对 任意 的 a, (n+1)<a<(nt+p), FRR 
(2F'(S)h2) ; «2F'(S) Sq +2ncF'(S)H* -nF(S)H*=0. (7-11) 
定理 7. 10: K x: MOR’ (c) д2 RUE X Р UE, 那么 M 是 一 个 
GD .oj 子 流 形 当 且 仅 当 对 任意 的 qa, (nt+1)<a<(n+p), FRZ 
(2F'(S *e)hze) „+2Е'(58 +є) Sigg +2псЕ'(5 +e) Н" - nF(S +є)Н° =0. 
(7-12) 
E 7.11: 设 x:M->R"*'(c) 是 空间 形式 中 的 超 曲 面 , 那么 М 是 一 个 CD nm 
超 曲面 当 且 仅 当 
(2F'(S)h,) „+2Е'(5)Р, «2ncF'(S) H - nF(S)H =0. (7 -13) 
定理 7. 12: WE x: MR" (с) Z ЈИ im, 那么 M 是 一 个 
Ср, r, B Bl ЕШ >Ч | 
(2F'(S+e)hye)  +2F'(S +є)Р, +2псЕ' (5 +є)Н -nF(S +є)Н =0. 
(7-14) 
E 7.13: VE x: MOR" (c) EASES PA FIBA hs = const, Vi, j, 
a, 那么 M 是 一 个 CD 4) 子 流 形 当 且 仅 当 对 任意 的 a, (nt+1)<a<(n+p), F 
式 成 立 
2F'(S)S g + 2ncF' (S) Н" - nF(S) Н" =0. (7 =15ў 
FE 7.14: VE xi: MR” (ce) 是 空间 形式 中 的 子 流 形 并 且 hi = const, Vi, j, 
a, 那么 M 是 一 个 Ср, r o TE MM НАУЧНЕ a, (n+1)<a<(n+p), 
下 式 成 立 
2Е'(5 +e) Sg +2ncF' (S +є) Н" - nF(S +є)Н° =0. (7-16) 
定理 7.15: 设 x:W 一 R"”(c) 是 空间 形式 中 的 超 曲面 并 且 А, = const, Vi, j, 
那么 M 是 一 个 CD r, REH TH î H.X 
2F'(S)P, «2ncF'(S) H - nF(S)H =0. (7 -17) 
定理 7.16: 设 x*:W 一 R"”(c) 是 空间 形式 中 的 超 曲面 并 且 h; = const, Vi, j, 
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2Е'(5 +є)Р, +2псЕ' (5 +є) Н –- пЕ(5 +є)Н =0. (7-18) 


7.2 GD, „і ERE] BARAK 


我 们 知道 当 F(u) =u’ AY, iz РА GD. М! GD, ro THEA 
GD,, = 人 sd， GD... = L (5 + e)'dv 


针对 此 类 重要 的 特殊 情形 的 计算 , 直接 利用 7. 1 节 的 定理 得 到 , 有 
定理 7.17: VE x: M' SN" BTR, 那么 М 是 一 个 CD,，, 子 流 形 当 且 仅 当 
对 任意 的 a, (n+1)<a<(n+p), FAM 
(2rS hS) „+2г5' Sua, 一 2r7S hG RS, —п5'Н° =0. (7-19) 
定理 7.18: х: М" "EFE, ЗА М 是 一 个 CD , o Y UE ` AMY 
对 任意 的 a, (n+1)<a<(n+p), FAR 
(2r (S & e)! h5) „+2г (S +E) Sus (7 -20) 
-2r (S +e) MGR, -n (5 +є)'Н" =0. 
EH 7.19: х: М'Н, 那么 MEA GD,, il i H.X 
(2rS ^! h,) y *2r8 ! P, +2rS™ lh Rai os; -nS'H=0. (7-21) 
定理 7.20: VE x: MN" НАТ, 那么 下 是 一 个 CD,，,。 超 曲面 当 且 仅 当 
(2r (S+e)"'h,)  +2r (S+e)' P, (7 22) 
+2r (5 +є) "А.а n (S *€)'H =0. 
ЖЕЗ 7.21: VE x: MN" f UE JE A h; = const, Vi, j, a, 那么 MM 是 一 个 
GD,,, 子 流 形 当 且 仅 当 对 任意 的 a, (nt+1)<a<(n+p), 下 式 成 立 
2rS ^! Sas – 278''Һ К, – nS' H° =0. (7—23) 
定理 7.22: 设 x:M" 一 N"*? 是 子 流 形 并 且 һу =const, Vi, j, a, BBA M 是 一 个 
CD ,= 子 流 形 当 且 仅 当 对 任意 的 a, (п+1) а= (п+р), 下 式 成 立 
2r(S*e) 'Syg -2r (S +e) АК, -n(S+e)'H*=0. (7-24) 
定理 7.23: 设 x:M" 一 NV""!' 是 超 曲 面 并 且 h, = const, Vi, j, 那么 M 是 一 个 
GD,,, 超 曲面 当 且 仅 当 
2rS Py +2rS h R oai -nS'H=0. (7 -25) 
FETE 7.24: VE x: MN" ЭЕ EL h; = const, Vi, j, 那么 M 是 一 个 
СР, HEH TH i HL DU 
2r (S +e)" P, «2r (S+e)''h;R „улуу -n (S+e)'H=0. (7-26) 


当 流 形 N" “是 空间 形式 R” Ce) t, 我 们 知道 其 黎 曼 曲率 张 量 可 以 表达 为 
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2] 


ABCD ^ — с( бсбвь — Sanc) » R, = ¬ cô jÔ ag , 
iin = рУ E = > - c(86,0,, —8,,0) = ncó,s = c De 646ip， 


=> 


Ru = > Ria = >- c(8,,0,, = 0,50,,) = рель = c У baba > 


Ri, zn, R; = pcb. 
于 是 上 面 的 定理 在 空间 形式 之 中 可 以 归结 于 
定理 7.25: 设 x:M 一 R"?(c) 是 空间 形式 中 的 子 流 形 , 那么 M 是 一 个 CD， 
子 流 形 当 且 仅 当 对 任意 的 a, (n+1)<a<(n+p), FU. 
(2rS he) „+2г5' "Sg + 2псг8' H* —п5'Н° =0. (7-27) 
定理 7. 26: K x :1 一 尺 (cec) 是 空间 形式 中 的 子 流 形 , ABA M 是 一 个 
GD,, , T WE 4 HEN KIERA a, (n*1) <а< (п +p), FRR 
(2r (S +e) А5) ,*2r (Se) "^ Su, (7 228) 
+2ncr (S +e)" H° -n (5 +є)'Н" =0. 
FEHB 7.27: VE x: MOR" (cec) 是 空间 形式 中 的 超 曲面 , IBA M 1 4 Ср, „у 
超 曲面 当 且 仅 当 
(2г5'°!Һ„) ; +2rS’~'P; *2ncrS TH - nS'H =0. (7 -29) 
定理 7. 28: WE x: MR" (ce) 是 空间 形式 中 的 超 曲面 , 那么 M 是 一 个 
СР, ,.« E BH HI НИХ Ч 
(2r (S+e) hy), +2r (Se)! P, +2ner (S +e) H-n (S+e)'H =0. 
(7 -30) 
FEE 7.29: Vr x: МК" (c) 是 空间 形式 中 的 子 流 形 并 且 hi =const, Vi, j, a, 
那么 M 是 一 个 Ср, , ЮА НАХ ЧХЕ ИУ а, (n+1)<a<(n+p), FARS 
2r9 ^ S gg + 2ncrS'! H" - nS'H* =0. (7—31) 
定理 7.30: х: M—R'"" (Cc) 是 空间 形式 中 的 子 流 形 并 且 hf = const, Vi, j, 
a, 那么 M 是 一 个 CD ,= 子 流 形 当 且 仅 当 对 任意 的 a, (nt+1)<a<(n+p), F 
式 成 立 
2г (85 +e) Say *2ncr (5 +e) H* -n (S +e) H° =0. (7 -32) 
定理 7.31: Ú x: MR" (c) 是 空间 形式 中 的 超 曲面 并 目 h; = const, Vi, j, 
那么 М 是 一 个 СЮ, ,) 超 曲面 当 且 仪 当 
2rS ^! P, *2ncrS TH - nS'H =0. (7 -33) 
定理 7.32: 1 x: MR" (e) FE RUE SNP S E il IF Н. h; = const, Vi, j, 
那么 М 是 一 个 GD,, , E Hi TA НИХ Ч 
2r (See) ^! P, +2ner (S +e) ^ H-n(S«e)'H =0. (7 -34) 
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7.3 GD,, pp 泛 函 的 第 一 变 分 公式 


我 们 知道 当 F(u) =e" M, IER GD, „йй CDe, s, 分 别 变 为 
GD, = е, GD, к.) = Је 
显然 CD,, 和 CD,。r 是 相同 的 在 相差 一 个 正 系数 的 意义 下 , 因此 针对 此 类 重 
要 的 特殊 情形 的 计算 ,直接 利用 7. 1 节 的 定理 , 有 
定理 7.33: VE X: M" SN" RT HIE, 那么 M 是 一 个 Ср, e T UE ABUS 
对 任意 的 a, (n+1) a (n+p) ,下 式 成 立 


(2eh2) ; +2e°S gg —2е°ҺӘК# – ne^ H" =0. (7=35) 
定理 7.34: WE х: MN" Je ill HÎ, JBA M 是 一 个 6D.,.s) 超 曲面 当 且 仅 当 
(2eh;) ; +2esP +2е°Һ„Ё „улу - ne H =0. (7 -36) 


定理 7.35: 设 x:M" 一 N"*? 是 子 流 形 并 且 hš = const, Vi, j, a, BAM 是 一 个 
Ср в ЎА НАУЧНЕ о, (n +1) &as(n*p), FARS 
25 ав - 2hERE, - nH" =0. (7-37) 
定理 7.36: VE x: Mr 一 N 是 超 曲面 并 且 h; = const, Vi, j, 那么 M 是 一 个 
CD 已 超 曲面 当 且 仅 当 
2P, +2h B aste -nH =0. (7-38) 
当 流 形 N" EZER R" (Ce) BE, 我 们 知道 其 黎 曼 曲率 张 量 可 以 表达 为 
Risco = —©(бусёво — бур8вс) , Rü, = — BySog 


Ru = >, Run = > = є(&„бв = S428: ) = ncÓ,g 一 c J, 0,85, 


Ru = > Rica = > -c(8, 0,4 — блвды) = pc, — c Sata: 


a 


R's = пс, Rj pc; 
于 是 上 面 的 定理 在 空间 形式 之 中 可 以 归结 于 
定理 7.37: х: МК" 7(c) 是 空间 形式 中 的 子 流 形 , AM 是 一 个 CD e) 
子 流 形 当 且 仅 当 对 任意 的 a, (n +1) <а<(п+р), FRIZ 
(2h;e^) ¿+2e`S gg +2псе?Н° – ne! H" =0. (7 -39) 
定理 7.38: WE x: МА" (e) EZER PHE, ЯВА М 是 一 个 CD в 
超 曲面 当 且 仅 当 
(2h,e°)  +2e°P; +2nce*H – пе*Н =0. (7-40) 
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定理 7.39: & x: MR" (c) 是 空间 形式 中 的 子 流 形 并 且 hj = const, Vi, j, 
a, 那么 M 是 一 个 GD,,，g) 子 流 形 当 且 仅 当 对 任意 的 a, (п +1) <а<(п+р), F 
式 成 立 
2S a| + 2ncH" - nH" =0. š (7-41) 
定理 7.40: i x: M—R"*' ( c) FEZ BUE SX r S il Fh, = const, Vi, j, 
那么 M 是 一 个 СЮ, „А НИХ Ч 
2P, +2ncH -nH =0. (7-42) 


7.4 GD (a, tog) Z АУК 


我 们 知道 当 F( u) = logu, # >0 时 ， iz РА GD, log FH GD,,. log, THEA 
Ср. log) R iogsdv， GD, log, e) = |, logs + e) dv 


对 于 CD, op ZA, 我 们 显然 要 求 其 没有 脐 点 。 针 对 此 类 重要 的 特殊 情形 的 计算 ， 
直接 利用 7. 1 节 的 定理 得 到 , 有 

定理 7.41: x M'N “是 无 测 地 点 子 流 形 , 那么 М 是 一 个 CD 10) FUÉ 
当 且 仅 当 对 任意 的 a, (п p 下 式 成 立 


(2-ЕМ) +228 yy -2 MERE, - nlog(5) Н" =0. (7-43) 
dj 


ija 


定理 7.42: Ea cae 那么 M 是 一 个 Ср, tog, © T E 4AM 
当 对 任意 的 a, ч +1) <а<(п+р), FRE 


а Р врв = 一 = 
(2 D gi C چ2‎ h^RÓ – пор(5 +є) Н" =0. (7-44) 


定理 7.43: 设 x:1M "一 ”是 无 测 地 点 超 曲面 , 那么 M Je СР, „ЖШ 
当 且 仅 当 


(2 V^) +2 =P, +2 AR sno ny = nlog( 8) H =0. (7—45) 


定理 7.44: E x: MN Je 那么 М 是 一 个 CD ing, o HAH TH ВИХ 
当 


1 
see» agn f +2 очу nlog( S +€) H =0. (7 -46) 


387.45; Ub x: ee им MENS he вош, Vi, јла; BBA 
М 是 一 个 GD,, ww 子 流 形 当 且 仅 当 对 任意 的 a,，(n+1) <a< (n+p), FRY 


2 5,4—2 М, = nlog( S) Н" =0. (7-47) 


ТЕЁ 7.46: W x | М" №" FFI IF E. h; =const, Vi, j, a, А М 是 一 个 


(2 


94 / 子 流 形 曲率 模 长 的 间隙 现象 


GD,, v, o 子 流 形 当 且 仅 当 对 任意 的 a, (n+1)<a<(n +p) , 下 式 成 立 


s = 8005 +e) R* =0, (7 -48) 

定理 7.47: VE x: M'N" 是 无 测 地 点 超 曲面 并 且 А, = const, Vi, j, Ж АМ 

是 一 个 CD ıo, REH HÎ ك‎ H.X 

1 1 

2 P +2 cy 

定理 7.48: Ш x: М" EL d EE JE E. h; = const, Vi, j, ЖАМ 是 一 个 

GD,, tog, o HA HH HI 4 A 

1 1 == 

2 Sac +2 s eiie oon 

当 流 形 N" FER ЇН] sh R” (e) BE, 我 们 知道 其 黎 曼 曲率 张 量 可 以 表达 为 

Ries = —c(6c6gp — Sn Sec) 5 RS. mc сб, в , 


Ris = Y Кав = > ¬ c(8,0;, —0,,0;) = ncó,s — c быб, 


low 
25—18 -2 5 J4R 


ija 
h Rinsi - nlog( S) Н =0. (7 -49) 


- nlog( S +є) Н =0. (7—50) 


Ra = J, Rus = У, —6(048, = бабы) = ребы — с У, Sb; 


R's =n g, Ry =pod;. 
于 是 上 面 的 定理 在 空间 形式 之 中 可 以 归结 于 
定理 7.49: Wx: MR” (ec) 是 空间 形式 中 的 无 测 地 点 子 流 形 , 那么 M 是 一 
个 CD 四 子 流 形 当 上 且 仅 当 对 任意 的 w，(z+1) 和 wa 和 (+P)， 下 式 成 立 


1 a 1l 1 m = „= = 
(2 p v ç Soga *2nc H nlog( S)H° =0. (7-51) 


定理 7. 50: xi MOR (c) 是 空间 形式 中 的 子 流 形 , 那么 M 是 一 个 
CD on, tg, 子 流 形 当 且 仅 当 对 任意 的 a, (n +1) <a<(n+p), 下 式 成 立 


am 1 5 
3 gs nes VH" – nlog(S +є) Н" =0. (7-52) 


定理 7.51: 设 x:M-R"*(c) 是 空间 形式 中 的 无 测 地 点 超 曲面 , 那么 M 是 一 
个 GD,, 超 曲面 当 且 仅 当 


1 1 1 
(2 g^) +2 g P> +2nc -H - nlog( S) H =0. (7 -53) 


定理 7. 52: VE x : МК" (ec) 是 空间 形式 中 的 超 曲面 , 那么 M 是 一 个 
GD r, e EHH TH î EX 


1 1 1 
(2 See), +2 Ps + 2ne ç E CH – nlog( S +є)Н =0. (7 – 54) 


定理 7.53: х: MR" (с) Az # [B] JÉ SX rh B5 26 0M Rh POET B. hy = 


1 ya 
Gg D +2 
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const, Vi, j, a, 那么 М 是 一 个 CD 子 流 形 当 且 仅 当 对 任意 的 a, (п+1) <a 
<(n+p), FRI 
1 


l ма _ а e 
2 q Sas + 216 gH nlog( S) H* =0. (7-55) 


EH 7.54: VE x: MR" (c) 2 AIBA PA FIG H hj = const, Vi, j, 
a, 那么 是 一 个 CDon og, o TAE 4AM SERN a, (n+1) Sas (n+p), 
TAR 


2 Sg + 2nc Н" - nlog(S + e) Н" =0. (7 -56) 


1 
Ste Ste 
定理 7. 55: Ú x: M—R"*' (с) EAS E JZ X rh B 260 Bb 65 Hi It JÉ А, = 
const, Vi, j, 那么 M 是 一 个 GD， 四 超 曲面 当 且 仅 当 
2l, пе SH ~ nlog( S) H =0. (7-57) 
定理 7.56: it х:М—К"'! (c) EZ [Н] Ёз, P IF h; = const, Vi, j, 
那么 М je CD tog, e) IER HH HÎ 24 HL DC 


A 


1 
s +P +2nc Н —nlog(S +є)Н =0. (7 -58) 


2 Ste 


7.5 GD,, sin (ZHAN SS 2E 2T AN 


我 们 知道 当 F(w) 2sin( S) B, Z GD,, sn) A CD sa 分 别 变 为 
GD on, ¿ = [sin S) dv, СР „аа, e) = [,sin(s + e)dv 
针对 此 类 重要 的 特殊 情形 的 计算 , 直接 利用 7. 1 节 的 定理 得 到 , 有 
ХЕЗ 7.57: 5 x :M"—N" "HE FI, 那么 M 是 一 个 CD sn) T OE 24 AMY 
对 任意 的 a, (п+1) <а<(п+р), FARI 
(2cos( S) h;) „ + 2cos( 5) Sigg -2cos( S) hP R6. = nsin( $5) H* =0. (7—59) 
定理 7.58: Vc M" NI RFR, 那么 M 是 一 个 CD,，,。, 子 流 形 当 且 仅 
当 对 任意 的 a, (п+1) <а<(п+р), FARZ 
(2cos(S+e)hs) „ +2cos(S +є) Sigg —2сов( S + e) HERS, – nsin( S +e) Н" =0. 
(7 -60) 
定理 7.59: VE x : MN" 是 超 曲面 , 那么 M 是 一 个 GD, 由 超 曲面 当 且 仅 当 
(2cos( S) h;) „+2соз( S) P, *2cos( S)h;R: +1) (+1) -nsin($)H 20. (7-61) 
定理 7.60: 设 x:MN 一 ”是 超 曲 面 , 那么 MM 是 一 个 CD sa 超 曲面 当 且 仅 当 
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(2cos(S +e)h;) ; +2cos(S +e)P *2cos( S 21-119 „уулуу -nsin( S * e) H =0. 
(7 -62) 
定理 7.61: VE x: MN" E FYE Ah; = const, Vi, j, а, 那么 M 是 一 个 
GD,, sn) T WE 4 НАУЧЕН a, (n+1)<a<(n+p), PARI | 
2cos( $) Sigg - 2cos( S) АК, – nsin( S) Н“ =0. (7 -63) 
定理 7.62: VE x: M" —N""" ЈИЕ A h; = const, Vi, j, a, 那么 MM 是 一 个 
GD, sin, о 子 流 形 当 且 仅 当 对 任意 的 a, (nt+1)<ac<(n+p), FRS 
2cos(S +є) $44, -2cos( S + e) К, – nsin( S +e) Н" =0. (7 -64) 
E 7.63: WE x: М" №" ЭЁ Н. h; = const, Vi, j, 那么 М 是 一 个 
GD „, sn) 超 曲面 当 且 仅 当 
2cos( S) P, *2cos( S) h Rion i nj - nsin( S) Н =0. (7 -65) 
定理 7.64: VE x: М'Н АЕН h; = const, Vi, j, 那么 M 是 一 个 
СР, ,ae 超 曲面 当 且 仅 当 
2cos( Š + e) P, +2cos( S I)" аъ = пѕіп(5 +є)Н =0. (7-66) 
当 流 形 N" “是 空间 形式 К" (с) В, 我 们 知道 其 黎 曼 曲率 张 量 可 以 表达 为 
Rises = —c(8,:0gp -6in6sc ) , R, тос COO og , 
Ris = У Rus = У, -c(8,85 ¬ Sug) = nca — c 9,0485, 


i i 


Ris = У Ruan = 68,52 — 85.) = pede — c J, 8,8, 


Rig = под, R; =рсб,. 
于 是 上 面 的 定理 在 空间 形式 之 中 可 以 归结 于 
定理 7. 65: K x: M R'"" (с) д 2 HUE SX "P BST UE, 那么 M 是 一 个 
GD,, sn) T TUE 4 НЇ1Х?ҢА {ЕЛЕН a, (n +1) sa<(n +p), 下 式 成 立 
(2cos( S) h7) „ + 2с05(5) 5 + 2nccos( S) H' - nsin( S) 20. (7-67) 
定理 7. 66: VE х: MR" (c) 32 RUE SX P BUT UE, 那么 M 是 一 个 
GD,, sin. o T TUE 4 AI IMEEM a, (nt+1)<a<(n+p), 下 式 成 立 
(2с05(5 * e) h;)  +2c0s(S c €) S,4, + 2nccos( 5 + e) H* – nsin( S + e) H° =0. 
(7 - 68) 
定理 7. 67: U x MR" (с) 是 空间 形式 中 的 超 曲 面 , ЖА M 是 一 个 
GD x, EB HH ВИХ 24 
(2cos( S) h;) ; + 2cos( S) P, + 2nccos( S) Н – nsin( S) Н =0. (7 -69) 
定理 7. 68: 设 x MR Ce) 是 空间 形式 中 的 超 曲面 , 那么 M 是 一 个 
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CD sn, o HEH Hî î H.X 
(2cos(S +e)h;) „+2соз( S +€)P; +2nccos(S +є) Н - nsin( S +є) Н =0. 
(7 -70) 
EH 7.69: i% x: MOR" "" (c) 是 空间 形式 中 的 子 流 形 并 且 hs = const, Vi, j, 
a, 那么 M 是 一 个 GD,,,,) 子 流 形 当 且 仅 当 对 任意 的 a, (n+1)<a<(n+p), F 
式 成 立 
2cos( $) S,4, + 2nccos( S) Н“ —nsin( S) Н" =0. (7-71) 
定理 7.70: VE x: МК" * (с) EASE AY FI IF Н. h; = const, Vi, j, 
a, 那么 M 是 一 个 CD s,s 子 流 形 当 且 仅 当 对 任意 的 a, (n +1) sa<(n +p), 
EE: AA 
2cos( S + €) Sag, + 2nccos( S + e) H* – nsin( S + e) Н" =0. (7-72) 
定理 7.71: VE x: MOR"* (с) ESR PIF B. h; = const, Vi, j, 
ABA M 是 一 个 CD in) E HI THI i H.X 
2cos( $) P, + 2пссоѕ(5) Н – nsin( 5) Н =0. (7-73) 
定理 7.72: WE х: MR"! (с) JZ BUE РАО Hi HFF А h; = const, Vi, j, 
那么 M 是 一 个 CD sn, EB 81 SAMS 
2cos(S +e) P, +2пссоѕ(5 +є) Н - nsin( S +є) Н =0. (7 -74) 
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第 8 章 单位 球面 中 临界 子 流 形 的 例子 


第 7 章 我 们 计算 了 各 类 曲率 模 长 泛 函 的 第 一 变 分 公式 ,根据 第 一 变 分 公式 ， 
我 们 可 以 构造 各 种 GD, x) 子 流 形 的 例子 , 特别 的 , 对 于 具体 的 函数 形式 FF 可 以 得 
到 更 加 丰富 的 结果 。 


8.1 GD,,m 子 流 形 的 例子 


在 本 节 , 我 们 给 出 多 种 CD mm 子 流 形 的 例子 。 这 些 例子 在 间隙 现象 的 讨论 
时 很 有 用 处 。 

特别 的 , 我 们 关注 单位 球面 5"* (1) 之 中 的 CD nm 并 且 等 参 的 超 曲面 。 我 们 
知道 ,单位 球面 之 中 的 等 参 超 曲面 的 所 有 主 曲率 为 

Iki, ka, =, = const 
那么 
P, =nH =const, Р, = S = const, P, = const. 
因此 , 单位 曲面 之 中 的 CD), ,, SERB HELTRT Jy RAEN 
2F'(P,) P, +2F'(P,)P, - F(P,)P, =0. 
例 8.1: 全 测 地 超 曲 面 按照 其 定义 , 我 们 知道 所 有 的 主 曲 率 为 
k, =k, -0. 
于 是 , 可 以 计算 为 
P250, P; =0„ Р, =0. 

代入 上 面 的 方程 , 我 们 可 以 做 结论 为 对 于 任意 的 参数 函数 eC [0，% ), 全 测 地 
超 曲面 M 2 CD , REH TET o 

例 8.2: 全 脐 非 全 测 地 的 超 曲 面 , 按照 定义 , 我 们 可 知 所 有 的 主 曲率 为 

k, =k, =" =k, =A 40. 
各 种 曲率 函数 的 计算 为 
P, 2nÀ, Р, =nÀ°, P, =nA’. 
代入 方程 ,可 得 全 脐 非 全 测 地 超 曲 面 对 于 满足 条 件 
2F'(nd?) A? «2F'(nÀ?) - Е(пА?) =0 

NPR Fe C (0, о ) #6 CD 六 超 曲面 。 显 然 下 面 的 函数 是 满足 以 上 条 件 的 
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и+п "d 
Uy tn 
例 8.3: 对 于 维 数 为 偶数 n =0( mod2 ) 的 特殊 Clifford 超 曲面 
ie. | a] 1 
Ca һ = 92 (— 52 (—)—S"* А 
2,4 с? х СР (1) 
我 们 知道 所 有 的 主 曲率 为 
k, = == =ka = ka 2e rk = —-1. 
于 是 可 以 计算 所 有 的 曲率 函数 P , Pa, Р, 为 
P, =0, P; sn, P; =0. 
于 是 我 们 得 到 С. ;对 于 任何 函数 Pe C (0, oo ) 都 是 CDe, „ЖШ. 
例 8.4: 对 于 单位 球面 之 中 的 具有 两 个 不 同 主 曲率 的 超 曲面 , 我 们 有 
А, ш, OSA, ESET, А? «y =1, 
S"(A) x$""(uy)—S"* (1), 1&mxn -1. 
我 们 需要 在 上 面 的 超 曲面 之 中 决定 出 所 有 的 CD, r, EHH BAN, 通过 计算 ， 
我 们 有 


F(u) =F(uy) ( 


假设 入 =x >0, 于 是 GD,,n) 超 曲面 方程 变 为 
2F'[ тх? + (п-т) s] m -(п-т)]+ 


I2F' [ mx? аад - F[ mé sian] | [mx$ - (n - m ] =0. 
x x 


对 于 具体 的 函数 , 通过 求解 具体 的 代数 方程 , 可 以 构造 出 临界 超 曲面 。 
例 8.5: ^4 F(S) =1 时 , 具有 两 个 不 同 主 曲率 的 CD,, r 等 参 超 曲面 即 为 极 小 
等 参 超 曲面 ， 即 是 Clifford Torus, 


Cana = S(O) xS"( JES, 1<msn-1. 
j n n 
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MEWE Р, =0, P,=n, Р, = (п-т), |" -m |. ЗИВ F 是 另外 一 


个 函数 满足 К, е C (0，+ % )。 如 果菜 个 Cn, ,同时 也 是 СР, r, EHH, 那么 必 


TRE p (п) L E - E =0。 因 此 我 们 可 以 做 一 些 结论 : 如 果 


F,'(n) =0, 那么 所 有 的 C, ,都 是 CD r, Н; 如 果 F '(п) 40, 那么 某 个 
— — GD... rp E HH ЕШ 1 


n=0(mod2) , m= Сен = Ca, а. 


018.6: 对 于 单位 球面 之 中 的 具有 两 个 不 同 的 主 曲率 的 超 曲面 ,我 们 寻求 满 
E S =n 的 所 有 Torus。 我 们 知道 
A, fp Oth, etl, A +p =1, 
S"(A) xS "(u)—$ * (1) , 1&msn 1. 
显然 的 , 所 有 的 主 曲率 为 


k, =k, sien E k +1 =, idi =k, = = 


A 
m m m 
于 是 曲率 函数 S 为 


2 2 
8 mH. & (nm). 
A ш 


假设 个 =* >0, 于 是 


如 果 S=n, 我 们 有 方程 


解 这 个 方程 得 到 


x,2,| —— , x; 21, VmeN, ls<msn-l. 


ҖЕ 5° =) xs( 1-5 os" (1), тета =1 
n n 
s*( i) т]? (0. 1<msn-1 
N 2 \ 2 


是 满足 p =n 的 所 有 Torus, 


所 以 
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上 面 我 们 研究 了 超 曲 面 的 情形 , 下面 我 们 研究 子 流 形 的 情形 ,下 面 的 子 流 形 
是 微分 几何 之 中 的 著名 的 例子 , PRON Veronese 曲面 。 我 们 需要 利用 高 维 情形 的 
CD,， 门 子 流 形 Euler - Lagrange 公式 
2Е"'(5) 5. +2пЕ'(5)Н° -nF(S)H" =0. 
808.7: 假设 (x, y, z) 是 三 维 欧 式 空间 R 的 自然 标 架 , (ш, ш, us, t4, 
us) 是 五 维 欧式 空间 R° 的 自然 标 架 , 我 们 定义 如 下 的 映射 


1 1 zd. 
u, eo U2 B un us BI 
1 2 2 МИ ou um. = 
+ sa -y), us = 0% +y“ —22°) 
x+y +2 =3 
OBR RE T АВЕ А x : RP? =5°(3)/7,—5°(1) ‚ 我 们 称 其 为 Veronese 
曲面 , 通过 简单 的 计算 , 我 们 知道 第 二 基本 型 为 


1 1 
0 — -一 0 
B 3 
A, = |, À, = 
1 0 1 
3 үз 


通过 上 面 的 第 二 基本 型 和 定义 , 我 们 可 以 计算 得 到 
н =н =0, $5 = Sy =, S=p=4, 


S34 = وړک‎ =0, 84,2 8,4, = Sus = Sua =0. 
显然 的 Veronese fH HIST TERN Ее C (0, oo ) 都 是 CD， n HH. 


8.2 GD. , 子 流 形 的 例子 


在 本 节 我 们 给 出 GD,,,, 子 流 形 的 例子 。 对 于 单位 球面 5S”* (1) 之 中 的 等 参 超 
曲面 ,我们 知道 所 有 的 主 曲率 |， 已 ，…, k. cns ,| 都 是 常数 , 显然 曲率 P ， 
P,, P, 也 都 是 常数 。 我 们 知道 单位 球面 之 中 的 等 参 超 曲 面 是 CD , 超 曲面 当 且 
仅 当 满足 方程 

S (2rP, +2rP — SP, ) =0. 

例 8.8: 全 测 地 超 曲 面 是 6D,,, 超 曲面 。 此 时 要 求 对 参数 7 的 取 值 为 r=1， 
2,…, [3，o )。 实 际 上 , 全 测 地 超 曲 面 意味 着 所 有 主 曲 率 都 为 0, 因此 ,曲率 
P,, P,, Р, BA O, 所 以 方程 自然 满足 。 

例 8.9: 全 脐 非 全 测 地 超 曲 面 的 定义 为 , 所 有 主 曲率 相等 为 常数 而 且 不 等 于 
0。 即 是 
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经 过 简单 的 计算 , 我 们 可 得 
P, =nÀ, P,=S=nA’, Р, =n2°. 
代入 方程 可 得 
(n—2r)A’ =2r. 
BD A 必须 满足 上 面 的 方程 才 是 GD,,, 子 流 形 。 所 以 7 必须 满足 0 <r $25 
例 8.10: 对 于 单位 球面 之 中 的 一 个 维 数 为 偶数 上 =0(mod2 ) 的 特殊 子 流 形 
1 2,1 п+1 
E xS? Cg 78 (1) 
经 过 简单 的 计算 我 们 知道 所 有 的 主 曲 率 为 
ky =o ska =1, ka = =k, = -1. 
那么 对 于 Р,, Р,, P, 我 们 可 以 计算 得 到 
Р, =0, Р, =n, P; =0 
显然 Cs,s 不 是 全 测 地 超 曲 面 , 也 没有 测 地 点 。 代 入 方程 我 们 可 以 得 到 结论 : 对 于 
任何 参数 +, Cs.s 是 单位 球面 之 中 的 CD , 超 曲面 。 
例 8.11: 对 于 单位 球面 之 中 的 具有 两 个 不 同 主 曲率 的 超 曲面 , 我 们 有 
A, ш, OA ш<1, А? +p =1, 
$*(A) xS'"^(u)—S' * (1), 1<т<п-1. 
我 们 需要 在 上 面 的 超 曲面 之 中 决定 出 所 有 的 CD, r, EHH. BAR, 通过 计算 , 我 
们 有 


Ca 4 =S?( 


PE 


À 
向 = 
于 是 ， 曲率 函数 Р, =nH, Р, =$, P; 分 别 为 
Р,=т-(п-т)®, 
À ш 
2 2 
Р, =m&+(n-m)S, 
À 
3 
P, =m 45 - (п-т); 


假设 多 =x >0, FÆ CD, ,, 超 曲面 方程 变 为 


(2rm -m°)x° +[2rm +m(n =m) ]x* – 
[2r(n- m) +т(п- т) ] + (n —m)2 -2r(n-m) =0. 


对 于 固定 的 参数 (n, r), 需要 寻求 的 解 是 (m, x) ,由 此 可 以 确定 单位 球面 之 中 的 
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所 有 的 具有 两 个 不 同 主 曲率 的 等 参 СР, „Жа. KH LS у=, 于 是 6 次 方 
程 可 以 变 为 

(2гт-т')у' + [2rm +m(n -m)] y - [2r(n- m) +m(n-m)]y + 
(п-т)? -2r(n - m) =0. 
再 利用 З 次 代数 方程 的 求解 法 则 , 可 以 求 出 解 , 过程 讨论 比较 复杂 , 但 是 思想 简 
ii, 留 给 读者 作为 一 个 小 问题 。 

例 8.12: 子 流 形 情形 。 在 微分 几何 之 中 , 有 一 个 著名 的 例子 被 称 为 Veronese H 
面 。 通 过 前 面 几 节 的 计算 可 知 Veronese 曲面 是 СО, 曲面 , 此 处 7 的 取 值 为 reR o 


8.3 Ср, в ГЎР 


在 本 节 我 们 研究 Ср, ь T OE, 首先 我 们 考虑 超 曲面 的 情形 。 对 于 单位 球 
面 S”*'(1) 之 中 的 等 参 超 曲面 , eR HS ew HR TA HE NL AG lk, ka, ***, ki, 
++, k | =const. 因此 , 曲率 函数 P,, Р,, P, 都 是 常数 。 于 是 CDa, p RE HH TEI J7 FE 
ARM 

2P; +P; z0. 

例 8.13: 全 测 地 超 曲面 是 CD,。,) 超 曲面 。 此 时 要 求 对 参数 r 的 取 值 为 r=1， 
2, …, [3, o )。 实 际 上 , 全 测 地 超 曲面 意味 着 所 有 主 曲率 都 为 0, 因此 , ЩЖ Н, 
S, Р, 都 为 0, 所 以 方程 自然 满足 。 

例 8.14: 全 脐 非 全 测 地 的 超 曲 面 , 按照 定义 , 我 们 可 知 所 有 的 主 曲率 为 

0 
各 种 曲率 函数 的 计算 为 
P, =nA, P, =пА?, P, =nd’. 
代入 方程 , 可 得 
2۸7 +1 =0. 

显然 是 不 满足 的 , 故 所 有 的 全 脐 非 测 地 超 曲 面 不 是 CD 马超 曲面 。 

例 8.15: 对 于 单位 球面 之 中 的 一 个 维 数 为 偶数 n=0( mod2 ) 的 特殊 子 流 形 
1 T 1 EN LLL 
ЖЛ" Cm S (1). 
经 过 简单 的 计算 我 们 知道 所 有 的 主 曲率 为 

ksh, = aka =1, ii, hag Sef = = 
那么 对 于 Р,, Pa, P, 我们 可 以 计算 得 到 
PEO, BPY, Р. =0. 

显然 C. :不 是 全 脐 超 曲 面 , 也 没有 脐 点 。 代 入 方程 , 我 们 可 以 得 到 结论 : C. з 
单位 球面 之 中 的 СР, £) FE HH TH o 


Cpp e 
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例 8. 16 : 对 于 单位 球面 之 中 的 具有 两 个 不 同 主 曲率 的 超 曲面 ,我们 有 
А, р, 0<à, n «1, A! «p! =l, 
S™(A) xS" (u) >S (1), 1mxn -1. 
我 们 需要 在 上 面 的 超 曲面 之 中 决定 出 所 有 的 CD, s) 超 曲面 。 显 然 的 , 通过 计算 ， 
我 们 有 


À 
k, =k, = = ky =, ku = = Th 
FE, 曲率 函数 P, =nH, Р, =S, P, 分 别 为 
A 
P, =т (п-т), 
2 А? 
P, =m + (п-т), 
й ш 
3 АЗ 
P, =m% - (п-т). 
A m 


假设 入 =x* >0, 于 是 CD, ь ifi ii DT PO 
2mxŠ + mx - (n- m) Xi -2(n -m) =0. 
通过 求解 上 面 的 代数 方程 , 可 以 构造 出 临界 超 曲面 。 实 际 上 , 4 y = х2, 则 上 面 的 
6 次 代数 方程 变 为 
2my! + ту - (n- m)y -2(n - m) =0. 
在 利用 3 次 代数 方程 的 求解 法 则 , 可 以 求 出 解 , 过 程 讨 论 比 较 复杂 , 但 是 思想 简 
їй, 留 给 读者 作为 一 个 小 问题 。 
例 8.17: 经 典 的 Clifford Torus. 
Cu sate =s 2) XS "( —3 ,lzmszn-l. 
是 极 小 子 流 形 满足 五 =0。 如 果 某 个 Cu „36 GD,,s) 超 曲面 , 那么 必须 有 
n=0(mod2) , m= C 2C» 2. 


m,n-m 


£18.18: 子 流 形 情形 。 在 微分 几何 之 中 , 有 一 个 著名 的 例子 被 称 为 Veronese 
曲面 。 通 过 前 面 几 节 的 计算 可 知 Veronese 曲面 是 СО, - ШШ 


8.4 Ср, „ә ТАЈ 
在 本 节 我 们 研究 单位 球面 5"!(1) 之 中 的 无 脐 点 的 CD wo TE, 特别 的 ， 


我 们 关注 单位 曲面 之 中 的 等 参 超 曲 面 , 根据 等 参 超 曲面 的 定义 我 们 知道 所 有 的 主 
HRPE |k, ka, s, kis n, k,| m const, 于 是 曲率 函数 变量 P, P,, P, 都 为 常 


第 8 章 单位 球面 中 临界 子 流 形 的 例子 / 105 


数 。 于 是 GD.,16w) 超 曲面 方程 变 为 
2P, +2P, - Slog( S) P, =0. 
例 8.19: 全 脐 非 全 测 地 的 超 曲 面 , 按照 定义 , 我 们 可 知 所 有 的 主 曲 率 为 
k =k,=: =k, =A 40. 
各 种 曲率 函数 的 计算 为 
Р,=пА, P, =nd’, P, =пА?. 
代入 方程 ,可 得 
2А? +2 - пА?ор(пА?) =0. 
所 以 А 必须 满足 上 面 的 等 式 , ЧЕ НА ИТИ СР, og) ЖЕНАТ o 
例 8.20: 对 于 如 下 的 一 个 特殊 超 曲 面 , 维 数 满 足 n=0(mod2) 


a, 1 Жж. E i 
Ca n = 52 一 一 S? TS. sot 1 | 
Hj Cm x Cg (1) 
我 们 知道 所 有 的 主 曲 率 为 
Е =k, = =ka =1, k4, ks] =k, = -1. 


于 是 我 们 可 以 做 计算 曲率 函数 P, Р,, P, 分 别 为 
P, =0, P, =n, P, =0. 
于 是 我 们 可 以 结论 为 C. ?是 单位 球面 $”(1) 之 中 的 GD,, wp EB BH El o 
例 8.21: 对 于 单位 球面 之 中 的 具有 两 个 不 同 主 曲率 的 超 曲面 ,我们 有 
à, в. 0<à, <1, X +p =l, 
S"(A) x $'""(u)—S'*' (1), 1mxn -1. 
我 们 需要 在 上 面 的 超 曲 面 之 中 决定 出 所 有 的 CD, BHM. GR, 通过 计算 ， 


我 们 有 ki =k, = + =k, =, ka mk =" =k, = at, 
ш 


TÆ, 曲率 函数 P, =nH, P, =$, 已; 分 别 为 


假设 人 =х>0, 于 是 GD,, 1os) 超 曲面 方程 变 为 


p тх + mat — (n =m)? — (п-т) a 


[ mx? Kin. a] 
x 


log( mx? b Goal 23 m - (n-m)x! J =0. 
x 
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通过 求解 函数 方程 , 可 以 构造 出 临界 超 曲面 。 
| 8.22: 经 典 的 Clifford Torus 


C, n-m 29" ( |) xe JES), 1 msn - 1. 
| JS 3 


是 极 小 子 流 形 具有 H=0, Son, WIRA C, ,是 CD 四 超 曲面 , 我 们 可 以 得 
到 结论 为 


п 


n=0(mod2), m aa Canon Ë Cs 2. 


例 8.23: 子 流 形 情形 。 在 微分 几何 之 中 , 有 一 个 著名 的 例子 被 称 为 Veronese 
曲面 。 通 过 前 面 几 节 的 计算 可 知 Veronese 曲面 是 CD,， 曲面 。 


8.5 GD,, sn) 子 流 形 的 例子 


EET, 我 们 给 出 多 种 GD,,，,,) 子 流 形 的 例子 。 这 些 例子 在 间隙 现象 的 讨论 
时 很 有 用 处 。 特 别 的 , 我 们 关注 单位 球面 S" (1) 之 中 的 CD ,等 参 的 超 曲 面 。 
我 们 知道 ,单位 球面 之 中 的 等 参 超 曲面 的 所 有 主 曲率 为 | 局 ，…, ki e, ,| = 
const, ABA P,, P,, P, 都 为 常数 。 因 此 ， GD, in RE HH HIJ FEE A 

2cos( S) P, +2cos(S)P, —sin(S)P, =0. 
例 8.24: 全 测 地 超 曲面 按照 其 定义 , 我 们 知道 所 有 的 主 曲率 为 
k, =k, = =0 
于 是 , 可 以 计算 为 
P, =0, P, =0, P, =0. 
代入 上面 的 方程 , 可 知 全 测 地 超 曲面 M 为 СР, sin 超 曲 面 。 
例 8.25: 全 脐 非 全 测 地 的 超 曲面 , 按照 定义 , 我 们 可 知 所 有 的 主 曲率 为 
k =k, =" =k, = 和 人 天 0. 
各 种 曲率 函数 的 计算 为 
P, =nÀ, Р, =пА?, P, =nd’. 
代入 方程 ,可 得 
2cos( nÀ? ) A? +2соз(пА?) - sin( nA? ) =0. 
所 以 A 必须 满足 上 面 的 等 式 , 全 脐 全 非 测 地 超 曲面 才 是 CD, sin EHH TH o 
例 8.26: 对 于 维 数 为 偶数 ”=0(mod2 ) 的 特殊 超 曲面 


a] a,l 

C. л = 92 (— S? (—) 5" *! š 
i 08105 x81 Буз") 
我 们 知道 所 有 的 主 曲率 为 


kı =k, = 


T , 7 +! 
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于 是 可 以 计算 所 有 的 曲率 函数 P, P2, P, 为 
P, 20, P, =n, P, =0. 
于 是 我 们 得 到 Cy,* 是 CD, ain) EHH Wi o 
例 8.27: 对 于 单位 球面 之 中 的 具有 两 个 不 同 主 曲 率 的 超 曲面 , 我 们 有 

A, p, OSA, Wl, A +w =l, 

S™(A) x $'""(u)—S"* (1), 1<m<n-1. 
我 们 需要 在 上 面 的 超 曲面 之 中 决定 出 所 有 的 GD, 超 曲 面 。 显 然 , 通过 计算 ， 
我 们 有 


А 
h =k =s ==, ka =k. mem = ie 
FE, 曲率 函数 Р, =nH, P,=S, P, 分 别 为 
A 
P,-mi--(n-m)r, 
2 А2 
Р. = 由 和 + (п-т), 
3 3 
P, =m -(п-т)®. 


(Bie =х>0, 于 是 GD... sin) EB FH HÎ J FERE A 
2cos( mx? OR my tee - (п-т) ] + 


[2соз( та? + (п-т) 5) - sin( mx +(®-т)-у) ] Um -(n-m)x ] =0. 


通过 求解 上 面 的 函数 方程 , 可 以 构造 出 临界 超 曲面 。 
例 8.28: 经 典 的 Clifford Torus 


Conon 5" m) xs alt 1<m=<n-1. 
үп п 


是 极 小 子 流 形 具 有 H=0, Son, MRED C, ,是 CD sin) — Willmore 超 曲面 ， 
我 们 可 以 做 结论 为 
n=0(mod2), m T Cm, n-m = Ca x. 


例 8.29: 子 流 形 情 形 。 在 微分 几何 之 中 , 有 一 个 著名 的 例子 被 称 为 Veronese 
曲面 。 通过 前 面 几 节 的 计算 可 知 Veronese 曲面 是 CD sin) 曲面 。 
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第 9 章 第 二 变 分 和 稳定 性 


泛 函 的 第 二 变 分 是 讨论 其 临界 点 子 流 形 的 稳定 性 的 基础 ， 而 稳定 性 刻画 了 泛 
函 的 局 部 极 值 特征 。 


9.1 GD,, pp 泛 函 的 第 二 变 分 公式 


Ж 6 章 我 们 计算 了 Wa, r) — Willmore 泛 函 的 第 一 变 分 , 为 了 讨论 临界 点 子 流 
形 的 稳定 性 , 第 二 变 分 的 计算 是 非常 必要 的 。 首 先 需 要 几 个 引 理 。 
引 理 9.1: i x: M—N 是 子 流 形 , 协 变 导 数 的 差异 如 下 


R 


Шор 7 Riga, p Б > R gah, + > К, „№, De > Ry h), + >; ains (9—1) 
Y q Y q 

WEBB: 由 定理 3.4, 3.5 立刻 可 得 。 

引 理 9.2: х: ММК, V - Ve; + Ие, EE MEY, Ml 


9h; a a a a 
= Vy + DAG + Уи + $ hL - 2 ни 
p p p 
+ Y LV - Y Rs, (9-2) 
РВ В 
д МЫ d ay — a i ly» as 
ا و‎ d > HV HL, + SV + — RSV, (9—3) 


9. Уми ESV X25, - Y2MQRQV, (9-4) 


S 
P = үч рар + һауе һа + hohe e, 


at jk jj" Jk jk" ki 
+ Sig iV + 58 + Say V” + Sigg + Soga V” 
- (RE hh, + hz RE ho, + Ache REV", (9-5) 


jk ky 


à Riga " : 
xd E 2, Ra, V + RA Riga” 
Y p 


+ Y Ryall + Y, Ras WV + RV) 
4 Y 


Е > R. (V, + hiv’) F Ў, Ry 
q Y 
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+ Y Raul} + y, Ra (Vy + RIVE) 
š y Ra, (V^, "T + Y 61; (9 - 6) 
Bol + уу (Riga. — > R a hy, + > E. 

- У Rohy + У, Raha) V 

+ Y RI y R aa (VY, + hZ} V) 

2 X Riga (V^, en) + > RS 

+ > Regal + У, ity (Vi + №) 

- > Rig, (У, hey) + Y Rgl (9 -7) 
证 明 : 由 定理 3.3, 推论 3.4 立刻 可 得 。 — 
在 上 面 的 引 理 之 中 , AA, E REKE, 在 计算 过 程 之 中 可 以 去 掉 但 不 会 


影响 计算 结果 , 所 以 我 们 可 以 简化 上 面 的 引 理 为 
引 理 9.3: UE *:W 一 N EFE, V = Ve; + Ие, 是 变 分 向 量 场 , W 


= = Ку* УМ + > SM - YR. (9 -8) 
ён = Sav + LV S + RV, (9-9) 
as = EMW + ESV + 28,9 - 2R Ry, (9-10) 
Du = VoM, + ASV + MIA, 

+ Sogo, iV + SV! + Sapp” + Sea V” 

- (RE MS, + hs RE hi + hohe RE) V, (9-11) 
s - > gaV + > | AD 


q 


R 
+ J Ra Vi + hy) - Y, R, VY, + RÊV) 
q 


* Z Ry (V; + h,V) - кә Ra, (Vi, + hiv’) (9 - 12) 
Y q 
= > Riga, + > Ras y 
+ > E = > RV £ > Rea V”, - У КУ, 
q 
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由 前 面 一 节 的 第 一 变 分 公式 与 以 上 两 个 引 理 , 我 们 可 以 计算 CDe, r ¥ RFT 
CD ra 泛 函 的 第 二 变 分 公式 ,这 是 讨论 CD r, РИИ GD, r, FRB BE 
性 的 基础 。 我 们 分 别 计算 之 。 

首先 对 于 CD,, n ZK, 我 们 已 经 计算 

д 


аср, n (x) = [Fo (5) + F(S) (V, - nH*V®) dv 


= [,F'G) ОИУ + S V. + 28, V" – 2M RV") 
+ F(S) (V, - n" V) dv 
= | (2F'(S)AG) ци" + F'(S)S,V +2F'(S)S, V" 
- 2Е'(5)һ REV - F'(S)S Vi - пН"Е(5) И" 
= [|Г(2Е'(5)һ) y + 2F'(S)S,gg = 2F' (S) M Rz, – nFCS) " ] Vd. 


TÆ; TE x :M—>N A GD, r) T OE ARIZ FC 即 是 CD p EO 点 的 一 阶 变 
分 为 0) , 泛 函 的 第 二 变 分 计算 为 


г? i 98 oh; 
M. GD = а — d — 
| CDan (a) (2 (5); aS +2F'(S) ap 
I as 
+2۴ (S) Sts +2F (s) re 
B рё 
E " вр 95 a , DB oh; = , вда 
2F (S) у g, -2F'CS) Ri, ~ 2F'(S) hi 
-пЕ'(5)Н° 95 - ap s) уҹа 


- Г (2F (5)һ;(2һ Ve + SV +25, s — 2h, Rip Ve) 


+2F'(S) (Vi + В; + KEV = Rig?) y 
+ 2F (S) Sa Qh, V, + S,V + 25,0 - 2h}, Ra V) 
+ КЗ) S Vh hi + h V^, hj, * hihi V^ 


+ Sig V + S, V” + Sapp” + Sue V! 
- (Rš hA hf, + he RE hb. + hhf, Ro.) WV)) 
-2F (S) 8 (2010 + SV + 25,7 - 2M, Ri V") 


iy Жу 
ija 


-2F'(S) RE (Ve, + he И + hon” — REV) 


ija ï, p ip "pj 


, B/D р 
= d (5)%( Riga,” + x Riga, V. 
Р 
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d x Bas ~ У, RV, + 2 Rea V”, 5 уу Raa) 
-nF'(S) H° (2h, VÀ, +S „У? +25, V° - 2h, RY V") 
1 a 1 1 = 
-nF(S) (АУ + HV. +s + Raw) |V de. 
通过 分 部 积分 公式 , 我 们 得 到 
a | CDa, n (2) 
0 


t= 


= [2Е (S) VA; (2R Vu * S,V «28,,V? - 2hY, RY VP) 


+ 2F'(S) И, (У, + h; р + hshs V? — RLV) 


ip “pj 
+ 2F (S) Su (2h, Vy + SV + 28, V" — 2h), Ro, V") 
+ 2F' (S) V (V5 A5, + hove Һе, + hh VA, 


vij jk j jk ij 
+ Se + Be” + Sel + Se, 
- (RE M M + hg RE hh; + hohe, REV") 


ify jk ij" "jk ^t ky 


- 2F (S) Vh? RE (2hY Vn + S ,W + 255, V" - 2h5, REV") 


ija 


-2F(S)V ROS, + M, V + HRY = REV) 
-2F'(S) VE (Ra, V + Ry, pV? 


Е КУ: i3 RE, + Re Vt B Ra V.) 


q 
- nF'(S) V° H° (2h, V5, + S.V +25, „И — 2), Rip Ve) 
- nF (S) V (Lave + mv + 4s v + Ry) dv. 
进一步 整理 得 到 


a 
a CD p Gi) 
0 


= [Fc (4h Ve Ve he +25 V Va he +45, P VP Ve hs - AV hs hs RY VP) 
+ F'(S) (2V Vy +2V% hs pV” +2V* ha hs Ve -2V* Rs VË) 
+ F (S) (AV'S Sh] V *2V'SquS V" +4У°5 „5,3? -AV'S „һ Ry, V) 
+ F'( S) (QV (V5, hA hf, + he V, hb + hehe И) 
+2V° (Sas, V +S a V” + Sopa V +S a V) 
-2V* ( RE WERE, + hè RS h, + hehe RE) V) 


-F (S) (4V°h R hiy V” +20 КӘ S ,V' + АУЕ КӘ Sy, V' -AV'h;R; hj RS, V')) 


ija ў ija ija у ija 
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-F'(S) (2V* RE VS, +2V° RE hE, „V° «2V* Кё WE һу -2V* RO, RE V") 
- F'(S)(2VRERigaiy V” 42V Ra, pV? +2V°heR, go V’: = 2V RR „1, 


£2V IER, V”, -2У°ҺӘК a V") 
- F'(S) (2nVH*h, V5, + nV'H*S „V° + 2nV*H"S, V -2nV* H^ ht Ri, VP) 
-F(S) (V AV. + nV'H*,V + VS AV + V° R' VP) dv. 
因此 我 们 得 到 了 关于 CDe, r) PIJEM CDu, ra 的 二 阶 变 分 的 如 下 定理 。 
定理 9.1: BUK х: MON ”是 一 般 原 流 形 之 中 的 GD, S TRUE, V = Ve, + 
Ve, 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 


GD,, r) (x,) 


120 


ә? 
= [| F (S) (AMV ШУ А; + 28 „УЧА + 4S,,V Vi hy = ФУН, К?) 
+ F'(S) (2V5 V5; + 2/%Ва „V + 2Vh2 V^ – 2", Rz VP) 
+ F (S) (4VS И + 2V°S „5 V+ AVS gS, — 4У°5 hi Rb Vr) 
+ F'(S) (2V=( V hA hg, + ho Ve Һе, + hh Vx) 


+2V° (Sugg, iV + S.V + Saag Su V) 
- 2V° (Rš M he, + hš RE hf, + hoh, RE) Vh) 


gy j jk ky 


- F (S) (AV'h£ REAL VY, + 2V'h; RES V" + ДУ RE Su, V 

- 4V°he RC hs, К, V”) 

- F'(S) (2V Re Vf; + 2V RE hE „V° + 2V° Ren ү? - 21" RC, Rb, V") 
- F'(S) (2V°HE Ra, V” + 2V'h; Ra, pV? + 2V°AG Ry V'i = 2V'h; Ru V, 
+ 2V“ Ra V”, = 2У°Һ Ra V") 


- F'(S) QnVH*h; V5, + nV'H*'S ,V + 2nV'H"S,,V* - 2nV°H*hy, Ri VP) 
- F(S) V AV. + nV°H* V” + VS gV? + V° RV) dv. 
Ж 9.2: (BLUE x: M" IN" КР Z PAY СР, r o TAE, V = Ve, + 
Vie, 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 


ә? GD on, r,e x) 


1=0 


= f (S + e) MW, Vs hs + 25 „УЗА; + 4S, pV Vhs = AV" hihi Ripe) 


4 yY 


+ F'(S + e) (200, + 2V% hg ,V + 2V hg h5 V? — 2", Rs, VP) 


j.p ip "pj 
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+ F (S + e) (AVSqALV, + 2VSqS, V + 4У°5 uS V! -AV Soha Ry, V) 
+ F'(S + e) ZV (VA MS, + ASV hb, + Ache үе.) 
+ 2V°(Sogg iV + Say V” + Scag + Saa, V) 
-2V (Re he hf, + he RE he + hohe Rf, )V ] 


j ij jk y 
М + 2V°hs RE 


ija 


- F(S + e) (AV'M, RE, 
- 4V°he RE hi, Ru, V”) 
- F'(S + e) QV RE, V5, +2V° RC hb у" + 2V RE he h? у" – 21" RE RE V") 


- F(S + e) QV M, Re, V” + 20" Ry, Ve +2V°h Ra, V; - 27" RV. 
+ 2V°he R&V, - 2V°he Ra V.) 


SV? + 4V°he RE Ss, V* 


ija 


- F'(S + e) QnV I, V, + пу°Н°$ ,V' + 2nVVH"S, V. -2nV Ih], RV.) 
- F(S + e) (ИДИ + nV'HSV + VS QV + V R. VP) dv. 
3E38 9.3: BK x: M NT 是 一 般 原 流 形 之 中 的 CDe, r, ERR TE, V = Ve, + 
fe, ,1 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 
а? 
ac 


CD куб %,) 


t=0 


= [| F (S) (haf uf yhy +25 VF shy + АРЫ hy = AB ghghu Rasen) 


+ F'(S) Qf of g + 2f hj pV? + 2ff ghighy = 2g Rinia ) 

+ F (S) AP fy + 2fP3S VF + 4f P,P, = АРРА. К. een) 

+ F'(S) [2/f „һы + hif phu + hjhaf u) + 2/(P, М + 3P4f) 

= 2f (К, „луда hahu +h; M T + Аһ Rusa )] 

= F (S) (4%, Ricncnynsn Рыбы + 2fhy Rosas S, V. + Af hy Roa): 
-4fh Re aa sha Rana n) -FRY Roel y *2f Raj aya nhi V 

+ 2f ИРИГ бы = 2f Ruya y  — M 

= F'(S) Qf hy Raya aya) + Py нуны oY + hy Raniya a 

ЕС 2%,  — + + 2fh; Reta B 2%, Каба) 

- F'(S) (2nfHh,f + nfHS ,V + 2nf HP, – 2nf Hh, Ron) 

- F(S) (fAf + nf ,V +f P, +Ê Rua)? do. 
定理 9.4: (BIR x: Mr 一 ”是 一 般 原 流 形 之 中 的 GD), „ЖШ, V = Ve; 

fe, 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 
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ar 
ar 


GD, F, €) (х,) 


1=0 


= [FCS + €) (huff ghy + 28 VF уһ + АРУ shy = Af ы Rasse) 


+ F'(S + e) Of fg + 2f jh; V. + 2ff ghihy -2ff í Rojo) 

+ F(S + e) (4fP,h,f.u + 2fP,S „И + 4f P,P, – 4f P,hu Rao) 

+ F'(S + e) [2f(f hh + hif phu + hshaf a) + 2/(P,,V + 3P4f) 

= 区 Ё, „удату hahu +h К ушуй») Ён + Аһ, | — 

= F (S + e)(4fh, Ён hahaa + hy Rayo S, V. + Af hy Rinnan Pa 

- Af hy Ra asa hy Rasti) ) 

- F'(S + e) Of Rayo у + 2f Rayon By, pV? 

+ 2f Ru, aka eh = 2f Riman | -—Ü 

- F(S + e) Qfh; Riwaiti + 2fh; Rees + 2һ, Real у 

- 2%; E oua + 2fh; Rita - 2%; Bassus) 

- F'(S + e) (2nfHh,f u + nfHS ,V + 2nf HP, - 2nf Hh, Ry) 

- F(S + e) (Af + nfl V + f P, +f Raya) dv. 

KRE N" В TAF Sh RI" (e) AY, 我们 知道 其 黎 曼 曲率 张 量 可 以 表达 为 

Risco = — €(8scSpp —барбвс) » Rü, = — Bis, 
Ru = > Rus = Y, = С(биб = Sup) = поа — DLE 


pl 
Rin 


T 
M 
> 
> 
Ë 
= 
T 


> ¬ 6,84 — бвдш) = pc, ¬ с > блв » 


R's = побы, Ri =рсбу. 

定理 9.5: 假设 x:M" 一 R"*(c) 是 空间 形式 之 中 的 Ср, r FRB, V = Йе, + 
Vie, 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 

9? 


CD Е) (x,) 
0 


= [ F (S) (ап Vs hs + 28, V V ha + 45,9 V^  AncHP V° hs Ve) 
+ F'(S) (2V5 V°; + 2V% hs ,WV  2VA2hSV + 2cA( V7) И") 


ij, p ip “pj 


+ F (S) (4V°S uh] Vy + 2VSqUS pV + 4У°5 „5? + AncH' VS V) 
+ Е'(5)[2У°(У%АЁҺЁ, + havf he + hh) 


jk, 
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+2V°(Sogg, Vi + Sas VY + Scag + Sas V) 
- 2V°( — cS - Dey S o) ] 
- F (S) ( - AncV'H*h]V!, - 2ncV.H*S ,V — AncV*H" Sg, V) 
- 4n? c V H^H" V) 
- F'(S) ( 2cV'A(V*) - 2ncVH*, V. — 2cV*S,, V” - 2пс Ve V°) 
- F'(S) (2nV°H*hE V, + nV'H*S, + 2nV*H*S, V^ + 2n cV|H* HPV?) 
= БОЗ) СУДУ" + п" V + Sg + псу) дь. 
定理 9.6: 假设 x:M К" (c) ERE ERZE CD r FRB, V = Ve, 
+ Ve, 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 
3^ 


2 


at GD,, F, e (%) 


= КИС + €) (4h V^, Vh; d 25 ,V'V* hi + 45 V Va hi + 4ncH° Vh; V^) 
+ F'(S + e) [QV V +2У%Һе „ү? + 2 h hê V + 2cA( Ve) V° ] 


j.p „рр 
+F (S+ є) (AV'S hi V u + 20545 pV? + AV'S 5,” + AncH' VS SV") 
+ F'(S + e) ZV (Vh hi, + hg V hk, + ВОЋА) 
+ 2V° (Seg, а +S a V + Sas + Sigg VD 
-2V(-cV*S - 215.) | 
- F(S + e) ( - AncV'H* hj V”, - 2ncV HS ,V' - AncV' H" Sy, V” 
-4n'cVH*H'y!): 
- F'(S*€)( - 2cVACV*) - 2ncV' HV. -2cV'S, V" - 2nc V V") 
- F'(S + e) (2nV'H* hj VY, + nV'H*S,V' + 2nV'H S, V? + 2n^cV* H^ BP VP) 
- F(S +є) (VAV. + nV IV. + Sg + псу") дь. 
定理 9.7: 假设 х: МК" (с) 2 ERZA GD , Ш, V = Ve; 
fe, EEN EY, 那么 其 第 二 变 分 为 
Ср („ву (x,) 


1=0 


= [F (S) Ghuf uf jh + 25 VF shy + АРУУ yhy + Апо ЊН) 


+ F'(S) (27,7 + 2f jh; ,V + 2ff oh,h, + 2efAf) 

+ F (S) (4fPshuf u + 27Р, ,V + 4f P,P, + 4ncf PH) 

+ F'(S)[2ff ¿hihi + hf phu + Ағ) + 20Р, У + 3P4f) 
-2f(- cOjhy hy; — c hjh,; — cB, h;h;) ] 


- F (S) ( - 4ncHfhyf u = 2ncfHS „V° — Апе HP, - An? f H^) 
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- F'(S) ( - 2cfAf - 2ncfH „У - 2cf 8 - 2с°п/*) 
- F'(S) (2nfHh,f + nfHS ,V + 2nf HP, + 2n cf H^) 
- F(S) C/Af + nfH У £f P, + nef ) dv. 
ЖЕ 9.8: 假设 x:M" 一 R""(c) 是 空间 形式 之 中 的 CD, н, V = Ve, 
+fe, ,1 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 
F 


P GD on, p, e) (x) 


t=0 
= FG + e) (4huf uf ghy + 2S VP ghy + 4P ff shy Anoff shyH) 
+ F'(S + e) (27.7, + 2f jh; V + 2ff jh, hy + 2ef Af) 


+ F(S + €) (AfP,h,f u + 2/P,S „И + 4f P,P, + Ancf P.H) 
+ F'(S + e) [2f (f hh, + hif phu + hh fa) + 2f(P, V + 3P4f) 
- 2f ( - c&jh,h,; — cB, h;h,; — cs hh; ) ] 
- F (S + e) (- AncHfh,f u - 2ncfHS ,V' — Anc HP, - An Cf H^) 
- F'(S + e) ( 2cfAf - 2ncfH И - 2cf S - 2c nf) 
- F'(S + e) (2nfHh,f,, + nfHS ,V + 2nf HP, + 2ncf H^) 
- F(S + e) (/Af + nf ,V' £f P, + пс) dv. 
注释 9.1: 特别 注意 上 面 诸 定理 之 中 黎 曼 张 量 Rs 分 别 在 流 形 N 和 流 形 M 上 


的 拉 回 从 x TN 上 的 两 个 协 变 导数 Re, 和 Rs ,的 区 别 。 


9.2 GD,，, 泛 函 的 第 二 变 分 公式 


我 们 知道 当 F(w) =u BF, ZR GD, A CGD, r, o FAEN 
CD, = |54, cp... = f, (5 +e) dv 


针对 此 类 重要 的 特殊 情形 的 计算 , 可 以 直接 利用 第 一 节 的 定理 得 到 ,于 是 我 们 有 
定理 9.9: 假设 x:M" 一 N'* 是 一 般 原 流 形 之 中 的 CDa FRI, V = Ve, + 

V'e, 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 
д? 


PE CD ry (%,) 


t=0 


= IG - 1)S? (Ah, V^, V^. hz +25 V Vh; + 4S, eV Vh; — 4V ACh, Rr V) 


+ rS! (QV, V. + 2V hi + 2V ha hs Ve — 2V°, Rs V) 


Up у "ip "pj 


+r(r - 18 (4V S ghg Vu +2У/°5 5 pV + AVS gS, - AV'S uhi, REV) 
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+ r$! [2V (V5,h he + hz VE hf, + hah Vy) 
+ 2V°(Sogg iV + Sage + Scag adiu Wn) 
-2V' (Rš WERE + Һ RE hE, + hehs Rf, JV] 
- r(r - 1)5? (AV*h5 RE hy VY, + 2V*h£ RES у” + 4V°hE RE Su, V” 


бу “jk ij kiy 
ija ija 


- AV*h5 RE hi, В, V") 


- r$ (2V* RE V5, + 2V* Roh, „Ve + 2V RE hE hyV’ -2V* RE, REV) 
= rS" (2Vh К V” + 2V*h^ Ra, pV? +2У°Һ Ry V", = 2V*h5 Riga, 


+ 2V'h5 Ra V, = 2/°Һ Ra V") 
= r$ (2nV Hh, V, + nV'H"S + 2nV'H*S,, V — 2nV* H*h], Rig VP) 
- S'(V'AV* + пун", И + V*S V° + V° R. VP) de. 
定理 9.10: [BLUE x M 一 “是 一 般 原 流 形 之 中 的 CDe, r, o TE, V = Ve, + 
Ve, 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 
2 


a GD(n,F,e)(x,) 


t=0 


= IG -1)(S +e) (4а VV hs +25 ,VV hs +4S „УУ he — 4V Achy, Rr VE) 
*r(S +e) (200, + 2Vhz + 2V% hhf V^ — 2V, Rz, VP) 
+r(r - D) (S +e) " (AVSSALV,, +2У°5 5 V +4V°S 5, -AVS shi, Ry, V) 
+ Fr(S + e) [V (Vh, + Һу he, + hehe.) 
+ 2V (Sug Vi + S.V" + SopaV + S s V”) 
+ 2V (Rz WEAR + hz RE ҺӘ, + hohe RE) V*] 
—r(r-1)(S + e) 2 (4V°hb RE hy WV, + 2V'h£ RES V" + 4V°hE RE Sa, V 
- AV*h$ RE hê, К, V”) 


-r(S + e)" (QV RP, V... + 2V" RE hE LV" + 2V* RS RS hy V – 2V" RẸ, RA V") 


ja", Ya "j.p ба “ip "pj 
- r(S +6)" (QVIS Riga V” +2У°ҺӘ Rg, pV” + 2VhE RAV, — 2У°ҺӘ R, V, 
+ 2Vhf Ra VY, - 2V*h5 Rig, V“) 
- r(S + e) (2nVH* ho V5, + пу*Н°5$ ,V + 2nV*I* S, s V° — 2nV* H* hj, Ria VP) 
- (S + e)' (V AV. + nVHSV.  V'SSV. + V R' VP) dV. 
EB 9.11: 假设 x:M 一 N ”是 一 般 原 流 形 之 中 的 СР, „ЖШ, V = Ve; 


fe, 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 
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а? 
ae 


at CD,, r) (*,) 


120 


= [ге ES 1) S? (4h,f wh jh #: 25 ,Vf h, + AP.ff shi a Aff һи Rearea 


+ r$ (2f if i + 2f hi, a T 2ff hh, З; 2ff i | — ) 
+ r(r - 1)8 7 (4fP,huf u + 2fP,8,V* + 4f PP, – AP Pha Rosi)? 
+ rs‘ [ 2fCf ;hh + hf aha + АҺ) + 2f( P, V + 3P,f) 
= 2F URL oi Я +h, Ку кун + hh Жыйын )] 
- r(r - 1)8 (4h, Rs ыу hafu + 2fhç Rosae SV. + Af hy R, ayo, P; 
P 4f hi; B diac Йу ) 
- rs CR 大 十 PP EP NR W 
* 2 Rica) Pippy i 2f Ricn+1)j(n+1) Riungan 
-= rs"! (2fh; R aysa aan + 2fh; Ra + 2fh; Ry s 
- 2fh; Г РВЕ M + 25 | — у - 2, Rashad 
- r$ (2nfHh,f u + nfHS ,V? + 2nf HP, — 2nf Hh, Ry, aii) 
- S'CfAf + nfH ,V' + РР, +f «sepsis dr. 
定理 9.12; HM ON MEZA ЄР, 超 曲面 , V = Ve, 
* fe, 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 
ә? 


2 


дї 


GD,,. F, є) (x,) 


tz 


= [(т-1) (S + e) 2 (4huf uf ghy + 28, Vf yhy 


+ 4P,/f „№, – Aff hihi Rosy) 
+r (S +e) (2f fg + 2f hy V. + 2ff ohh, = 26g Rinia ) 
+ r(r - 1) (S + e)” (4fPshuf u + 2fP,S V" + 4f P,P, - 4f Phy Roos? 
*r(S * e)! [2f hihi + hif hug + hjhyf 4) + 2f(Ps, Vi + 3P,f) 
= 2f (Rsvinin tals + hç Rinia te + hjhg acaso] 
- r(r - 1) (5 + e) (4fh; Ri, vor Ruf u + 2%; ауан) 
+ Af hy R... a Ps = Af hy Roa Ra, ayasa) ) 
-r(S * e) Qf „уау + 2f Ran Py, pV? 


j.p 


* 2 “ҮРҮЛ = 2f. Ricn+Dj(n+1) Rinita) 
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=r (S $e) (Y h; Ru aya) + Py Roe) pe + Whey Rasaan 
- 2%, Ria a + 2fh; Вауу Гу - 2%, Ranina) 
-r (S * e)" (2nfHh,f u + nfHS ,V° + 2nf HP, – 2nf Hh, Reason ) 
- (S + e) (Af + nfH ,V' + f*P, +f? ауада). 
当 流 形 N" FEB ERA R (e) AY, 我 们 知道 其 黎 曼 曲 率 张 量 可 以 表达 为 
Runco = —©(бусёвь — бур8нс) › Ria = – 0,8,6, 


Rin => Ruin = >- c(8,80, —8,,0;) = NCS,g – c 2L 940i, 


i 


Rig => MR = >- c(Ó, Ó, — 0,50,) = pcŠ,s — c > 0, Op, , 


Ri, = по, д, R =рсб,. 
定理 9.13: 假设 x:M" 一 R""(c) 是 空间 形式 之 中 的 Ср, FRB, V= Ve, + 
Ve, 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 
ә? 


at 


CD, ,(x,) 
=0 


= [т\т - DSTI (ABI V ha + 2S V VS; + ASV Vhs AncHPVS hs V9) 
+ rS" (2V*, + 2V h V"  2VS AS hBVP + 2cA(V*) V") 


1 йўр ip "pj 

+r(r- 1)5" * (AV'S gehu Vu *2V'8.59,V. 44V 3 Su, V! + AncH'V'S oe) 

+ rS [2V* (V5 A MA, + hz V5 hl, + hah VP.) 

*2V*(S a, tS mV + Sigg" + Sigg) 

-2V'(-cV*S - 2cV°S.4) ] 

- r(r - 1)87( - AncV* Hh VY, — 2ncV"H"S ,V —AncV*H" S, V” 

- An! FHE V") 

- r$ ( - 2cV'A(V*) - 2ncV-H* V - 2cV'S, V! - 2пс VV") 

- r$ (2nV'H* b, VÀ, + 有 ES ,V + 2nV'H* S, Ve + 2n^cV" H* H? V) 

= "(ИДИ + nV'IV. + VSSV) + псу") dv. 

定理 9. 14: 假设 x: MR? (e) 8 2 HUE SX rh BJ CD, FRE, 
V=V e, + Ve, EENE, 那么 其 第 二 变 分 为 

8° 


ә? GD,, re) (х,) 


120 


= 07-1) (5 + e) 2 GM УВ + 2S VYShs 28 „УА: 
+ 4S „aVV hz  AncHPV*, hz VP) 
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+г(8 te) '(2V,V%, + 2V* ho V" + 2Vhz he VP  2cA(V*) V°) 
t r(r - 1)(S € e) (45 gh} Vu + 2V"S eS pV 
+ AV'S Su, V + AncH VS V") 
+ r(S +)! [2V CV AMT, ha V^ ho, + hh V i) 
+V Sg V + mV Spal” + Sigg V) 
- 2V'( - су°$ - 2cV58,,) ] 
= r(r - 1) CS + e)" ( - AncV'H"h;, V, - 2ncV'H*S ,V - AncV* H" Sy, V” 
- 4п2с VHR V!) 
-r(S e)! ( - 2cV'A(V*) - 2ncVH*, V. - 2cV*S, V - 2nc V V?) 
-r(S + e)  (2nV'H*h5 V5, + nV HS ,V 
+ 2nV*H*S, s V + 2ncV*H*H? + V9) 
- (S е) СИДУ" + nV*H*% + V“ Se V? + ncV^V*) dv. 
E 9.15: [Ri x: MR"! (c) 是 空间 形式 之 中 的 CD,, „81, V = Ve, 
fe, TEE A In] OS, 那么 其 第 二 变 分 为 
г? 


o CD в (х,) 


t= 


= | r-1 )\ S? (Ah uf shs + 28 Vf jh; + АР. jh; + Anoff jh; H) 


+ rS (2f f + 2f h. LV" + 2ff ghighy + fA) 
+ r(r - 1)S 7 (4fP,huf.,, + 2fP,S „” + 4f P,P; + Ancf PH) 
+ rS [2f(f hihi + hf hi + hshaf a) + 2/(P, ,V + 3P,f) 
- 2f ( - c&,h,h,, — cb, h;h,, — cB, hh) ] 
= r(r = 1S 7( - 4ncHfhyf u - 2ncfHS „V° - Anc? HP, - Am cf H^) 
- rS""( = 2d M = 2ncfH ,V* - 2cf S - 2c nf ) 
- rS" (2nfHh,f u + HS ,V' + 2nf HP, + 2n cf H^) 
- S'(/Af + nfH ,V' + f P, + пс ) dv. 
定理 9.16: 假设 x: МА" (e) EBS RE X zr B CD, 超 曲面 ， 
V 7 Ие, + 大 ,是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 
a 
аг 


GD, F,e) (х,) 


1=0 
= [г\т-1) (S + e) (4huf uf yhy 28, Vf +4P shy + Апоу AH) 


*r(S*e) (Ff + 2f jh, ,V *2ff ohohy + 2/М/) 
+ Fr(r-1) (S + €)" (APR u + 2fP,S V" + Af P,P, + 4ncf PH) 
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+r (S +)! [YF hhi + hf hu + hgh) + 2f(P, V + 3P,f) 
- 2f ( - cdjhy hy; = c,h = có, hh) ] 
= r(r - 1) (S + e)? ( - AncHfh,f u - 2ncfHS „И — Anco HP, - An cf H^) 
-r(S +e)" ( - 2«/А/ - 2ncfH ,V — 2ef 8 - 2c^ nf.) 
-r(S + e) (2nfHh,f u + nfHS ,V + 2nf HP, + 2ncf H^) 
- (S + e)'C/Af + nfH ,V' + РР, + nef’) do. 
注释 9.2: 特别 注意 上 面 诸 定理 之 中 黎 曼 张 量 Rs 分 别 在 流 形 N 和 流 形 M 上 
的 拉 回 从 x TN 上 的 两 个 协 变 导数 Risg,, 和 Risg., 的 区 别 。 


9.3 GD,,,p) 泛 函 的 第 二 变 分 公式 


RANÉ F(u) =e" BF, 泛 函 60, „Ж GD,, re 分 别 变 为 
GD,, ву = [e dv, Gp... = |е 8 


显然 CD,, o Fl Ср, e, 在 相差 一 个 微小 摄 动 的 意义 下 是 相同 的 , 因此 针对 此 类 
重要 的 特殊 情形 的 计算 ,可 以 直接 利用 第 一 节 的 定理 得 到 , 于 是 我 们 有 
定理 9.17 : 假设 x: MON "是 一 般 原 流 形 之 中 的 CD e TUE, V = Уе, + 
Vie, 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 
9 
ә? 


CD p) (x,) 


t=0 


= [e (anf, Vo V*;hz +25 ,VV + AS, s VPV hs — AV hh% ВТУ) 
+ e° QV,V, *2Vh; V *2Vh hy Ve -2V КУ?) 
+ e(AVSGALV, + 2V'SqS, V -AVSQuS V — AVS uhi Riy V’) 
+ e3 [2V ( Ула + ASA RD, + ohh VA.) 
+ 2V"(SogpiVi + S.V" + SopaV + Sus V) 
-2V (GG AGAR + Һе RE hh + hoh, Re) V] 


- e (4V°he RE hy VY + 2V°he RES, + 4V°hs RE Su V" 


йа ija ўа 
- 4V°he Ri hi, Ri, V”) 


- e(2V* RE Vy + 2V RA, V. +2V° RE hE hyV — 2V° Ri, Rš, V?) 
5 D р D D 
-e(2V M Rau, V +2У°Һ Rigg pV +2/°Һ Ra V, -2Vh RV. 


Ba;y iBja,p 


+2V° Ra V, - 2/°Һ8 Ra, V") 
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- es(2nV°H°h Ve, + пу*Н°5 V + 2пУ°Н°5,„}# — 2пу*Н°һ, КҮ) 
- (VA + nVH*,V + VSSV + V" RV) do. 
定理 9. 18: 假设 x: M'—N'* 是 一 般 原 流 形 之 中 的 GD,,. £) АШ, V= Ve; + 
fe, FEED 18] BEER , 那么 其 第 二 变 分 为 
a 


ar 


GD. (x,) 


t=0 


= [e huf uf yhy + 28 VF h + АРУ shy — MF hu Runnion) 


+e Qf f; + 2f hu + 2ff ohoh, = 27 Rinnan ) 
+ e (4fPzhuf u + 2/Р,5 ,W' + 4f P,P, — AP P,hu Russia) 
+e [2f(f hh + hif shy + А.ғ) *2/(P,;V + 3Psf) 
- 2f (Ricnsryjcnsiy Mala + hy R, hu + hgh Rinni) ] 
- e (4fhy Ruso Pula + 2fhi Riso S, V. + 4f hy Ri, naa Ps 
7 Af hj Riso Pu Rios) 
= сеа + F C hal 
+ 2f Rinnan Raby = 2f° Raya Risayoa)) 
» e'(2f ^;  -— + 2fh; Ramon, a + 2fh,, Raises s 
- 2%, | — a + 2fhj Ri nyt tay - 2%, Ванд) 
- e! (2nfHh,f u + nfHS „М + 2nf HP, – 2nf НЬ, Ry) 
- e(fAf + nfH ,V + РР, +f Roa) dv. 
当 流 形 N" “是 空间 形式 R' (с) BE, 我 们 知道 其 黎 曼 曲率 张 量 可 以 表达 为 
Risco = — ©(блсдвь — B4n8ac) › К, = — 5, Sag» 


Ris = > Nos = zi ¬ c(8,8,5 — 0,50) = пев — c > 040,5, 


Ка =) Rag => ¬ c(8,,0,5 = 0,58,,) = peó,s ¬ с У O vp, ， 


R's = 6 45 » R; = pb. 
定理 9.19: 假设 x:M" 一 R"?(c) 是 空间 形式 之 中 的 CD FI, V = Ve; 
Ve, 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 
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ar 
o , GD,, p, (x,) 
= еа Иче + 28, V VS, + 4S, V VS, + 4nck Vs ha VP) 


+ e(2VV*, + 2V% hg V" + 2Vhz h^ V? + 2cA(V*) V°) 

+ e(4VS Gh, V^, + 2V°S S pV? + 4У°5 5,” + 4ncH И V") 

+ e[2V (v Ahh, + hz VA he, + hSh VA) 

+2V° (Sogi V + SUV + Sapp” + Sa, V) -2V(-cV'S – 2cV°S,,) ] 

- e'( - AncV'H*h] – 2ncV'H*S ,V - AncV-H"Sy, V” - Anc VH*"H' V) 

-e(-2cV*A(V*) - 2ncVi V -2cV S, V = 2nc уи") 

- e (2nV' Ih, V^, + nV'H*S „V? + 2nV'H"S, V^ + 2n cV*H* HPV?) 

- e (VAY + nV*H%* V° + V"S,gV + псу") dv. 

定理 9.20: 假设 x:M" 一 R""'(c) 是 空间 形式 之 中 的 CD, REHT, V = Ve, 
用 ,是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 

д? 
at? 


Єр, (x,) 


t=0 
= еа, +25 Vf jh; + 4P ff gh; + 4neff jh,H) 
te (2f f; + 2f jh, V. + 2ff hh, + 2cfAf) 
+ e'(AfP, hif u + 2fP,S V. + 4f P,P, + Ancf PH) 
+ e° [2f(f hah + hif hi + hshaf u) + 2/(P, ,V + 3P,f) 
- 2f ( - c&;h,h,; = cB, h;h, – có, hihi) ] 
- e'( - AncHfh,f u - 2ncfHS „И - 4ncf HP, - An cf H^) 
- e( - 2cfAf - 2ncfH ,V' — 2Р8 - 28 nf) 
- e° (2nfHh,f + nfHS ,V" + 2nf HP, + 2n'cf Н?) 
- e(fAf + nfH ,V + f P, + nef’) dv. 
注释 9.3: 特别 注意 上 面 诸 定理 之 中 黎 曼 张 量 Rss 分 别 在 流 形 N 和 流 形 M 上 


的 拉 回 从 x' TN 上 的 两 个 协 变 导数 Rs,, 和 Ry ,的 区 别 。 
9.4. GD „, log) iz PR 的 第 二 变 分 公式 


我 们 知道 当 F(u) =logu, u >0 时 , ZR GD, „#1 GD,, ra 分 别 变 为 


GD... = [log S) dv, GD... = |10805 + е) 
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对 于 GD,, ioe) 7 88, 我 们 显然 要 求 其 没有 脐 点 。 针 对 此 类 重要 的 特殊 情形 的 计算 ， 
可 以 直接 利用 的 定理 得 到 , 于 是 我 们 有 以 下 定理 。 
定理 9.21: (Б x: M —N" ”是 一 般 原 流 形 之 中 无 测 地 点 的 CD, w) FTO, 
V=Ve,+Ve, 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 
a 


2 


ot 


GD,, p (x,) 


t=0 


=1 a a a a р 
= | (MW, VS + 25У; + 4S „РУ А; = 4У М, Rig) 


УУВ 


OVV, + 2V hg V + ASHE — 2V5, REV) 


j.p U бір pj 
—1 = 
+ “a (V Segahi Vo + 2V"S, S pV + 4V"S ав, У — 4V*S вы Ri, Vr) 


l " " 

+ OV OMS + he VE hs, + hehe Vf) 

&2V (SV + S, uV! + Saa VY Sa V) 
- 2V° (Rš Mh, + hè RE h, + hh, Ro) V" | 


üy jk ky 


1 = эщ - = = 
+ s aV R Y Vu + 2Vh; RSV + AVRE Ri Səs, VY -4V hE RS hi Ru, V") 


1 - = = = = 

= ç (20° ВИ, + 2V" Rahip V” + 2V RII AV. -2V RG, RGV”) 
1 = = E E 

= QV, Ra. V” + VH Ra, + 20" Ra V = 2V°h Riga Ve 


+ 2V*18 RSV, - 2V°he Ra, V") 
е Ln HRW, + пү°Н°$ V. + 2nV°H°S, s - 2nV"H"h?, 0,17) 


- log( S) (V'AV* + nV'HV + VS,gV + И RV) dv. 
定理 9.22: 假设 *: Mr" 一 N… 是 一 般 原 流 形 之 中 的 CD, s, o FM, V = Уе, 
+ Ve, 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 
а 
oc 


СР „кеу (x,) 
0 


t= 


-1 a a a a D 
- j^ T Le V Vibe +25 VV he € 4S, g Ve hz -4V Һа, RY VP) 


1 А a " 
+ VaV + 2V уд, +2/ Ва? -2V RSV) 


jp ip' pj 


(S +e)? 


+ (#5 ы +2V°S sS V +4У°5 Ss V! -AVS uhi RI V) 
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1 Р " 
+ [2V COMM + hg Ve + hoha Vu) 


+ 2V" (Soap V S V! + SpeV Sap V) 
-2V* (Rz he hs,  hSRÉ Һ + hohe RE) V] 


ў ЈК kiy 


Сауе hy V'a +2 S V. +4V"ERE, S, V” -AVSRRÉ hs, Re, V") 


"(S*e » e Ў ija ў tija 
| R D = 一 一 

-ROV RLV, +2° КМ, „Р +20" „Му -2V* КЁ Vr) 
1 р D ot - 

= i V Riga V +2V HR gap V +2°МЁ „Ил, -2V HER nV, 


£2V IER, V”, -2У°ҺАЁ У") 
- FONE, £nVH*8 „У +2лУ*Н°5,„}# -2n V" H*h] RI, V9) 


-log( S +e) (V'AV* +nV HV + V°S VP + V° К?) dv. 
EH 9.23: (BI x: MN" 是 一 般 原 流 形 之 中 的 无 测 地 点 СР, ing) 超 曲面 ， 
V - Ие, * fe, ,1 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 
a 


52| CDan (а) 


1=0 


= ў = 
= [, “ça OM uf ahi T 28 Vf jh; * 4P jij d Aff „һм Куля) (л+1) ) 


1 " 
* ç Of lf + 2f jh, V+ 2ff hh, = 2ff Куан) 
B 2 
+ “ça AP shah u + 2/Р,5 ,V' + 4f P, P, = 4f Phu Ri(n+1)1(n+1) ) 
1 ' 
+ S UG haha + hf phu + hh, fu) + 2f( P, ,V' + 3P,f) 


= 2 CR editi) 7 9 th; РТИ ha + hh Boite) )] 
1 i k A 
+ sg (fh, R... huf a + 2%, Ricasta S pV” + 4Рһ, К, „алуа Рз 
РА М 1 ж 一 
一 4fhi Rojas hu Bauen) 一 (27 Rico ayoak i + 2f Rioja hu V 


+ 2f Ricns1)j(n+1) РВ ч 2f Ricn+1)j(n+1) Ritarin) ) 


1 x P E 
I gfh Ricn+1)j(n+1);(n+1) + 2%, Ri(n+1)j(n+1) p + 2fh; Rins arjen i 


= 2%, Raine a + 2pni, Ricn+1)(n+1) (n+1) j = 2%, Кла) 
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1 po 
= ç QnfHh,f u F 1fHS ,V' + 2nf HP, e: 2nf Hh, R,G (nen ) 


- log( S) (fAf + nfH „ү? + f P, +f ! — dv. 
定理 9.24: 假设 +:M"_N""' 是 一 般 原 流 形 之 中 的 CD 。 超 曲面 , 了 = Ve, 
* fe, ,1 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 


a 
a) GD rox) 
# lir. Co 
= |, Ge (Gs ср uf uf ahi 28 Vf hy + APA yhy = Aff ыы Ruso) 


E 2f 5 + 2f, yhy pV + 2ff ji hy; — 2ff i Ricasta ) 


2] - 
* Ua ey Usu u + 2fP,S ,W + 4f P,P; - 4f Phu Күз) л+1)) 


ce AU ah jh; 十 hif «һы + АҺ) *2f(P,,V + 3P,f) 


E > Reveal + h; "T omis + h h Rota 


i" “jk 


*(Sa є)? —— —À( 4fh;  — haf n + 2fh; | oa i + 4fh, Ricn+1)j(n+1) Р» 


"n 4f h; ланы  — ) 
1 T = 
x S + cC Risse i + 2f К,азак) hjp 


+ k: edis y pj -2f Riin Risay mJ 
T$ + Oh, '-—— € + 2fh; КТ” + 2fh; Rast) (net)j(nsiyd i 


C3 2fh; Reana + 2fh^  — UR И rj 2fh; omi 

e І 'VOnfHh,f ц + nfHS + 2nf HP, - 2nf Hh,  — 

- log( S + e) (fAf + nfH ,V' + f P, +f Romin) dv. 

当 流 形 NW"? 是 空间 形式 RU" (с) В, 我 们 知道 其 黎 曼 曲率 张 量 可 以 表达 为 
Pos = = c( 64:0 — ó,pÓ yc ) , Rh, = ¬ cô jÔ «8 


Ris = ky К. = У -c(0,40,, — авд) = пед, — cX 8,05, 


i 


Ris = Y os = У = C( Saan = бвдш) = рев — c 3, 84,85, , 
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定理 9.25: [Bi x: MR" (e) а [н] Ёз rR BJ FCM Bb A BJ СР, uo f W 
形 , 了 =Tei + V'e, 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 
3 


2 


ot 


CD F) (x,) 


t= 


-1 a a a a 
= | S MV, +25 V Vhs + 45,„У#У А; + AncHP V hg V) 


+ Lr, + Vihig, V. + УВЫ + 2cA( V°) V^) 


j.p ip "pj 


1 а 
+ “ga AV Shi Vu + 2V'Sqp9 V. + 4V S 8, V' + AncH'V'SqV') 


T jk, 


+ 12и" Ve лаһа + 由 有 + Ache VÀ.) 
£2V (Sau, V. Suas + So + 5,4677) -2V(- VS - 20088,4) ] 
+ EI - AncV*H*h] V^, - 2ncV*H*S V. — AncV*H*Sg, V! — An! V-H*H' V) 


s =( -2cV'A(V*) - 2ncV*H*,. V. — 2cV*S, V" - 2nc? Ve V°) 


1 x x а а 
= gQnVH M V^, + nVH"S ,V + 2nV*H*S, V? + 2n cV H* HP V^) 


- log( S) (VAV + nV*H% V! + VS, + псу") dv. 
ЖЕ 9.26: 假设 x:M" 一 R"?(c) 是 空间 形式 之 中 的 CDi, ie.) TUE, V = 
Vie, + V'e, 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 


д? 
"3 De о (8) 
=f a a a a 
= [| G «ei PV, +25 ,VV hs + 45, P VPV hs + AncHPV* hz VP) 
1 a a 
жур VaV + Vh, pV + 2V AGAR? + 2cA( V) V°) 
+ КЕРШШ ТА +2V°S sS „И + V.S Sm V” + AncfP VS И!) 
1 ë А 
+ LV (VS MEM + hy Vahi + ҺИ) 
+ 2V (Sag, + Soup V! + Sag Sas VY) —2У°(— cV*S — 2V58,)] 
+ ae - 4пс*Ҥ Лы -2neV HS V. — 4пс*Н°З„„У? = An! V H"H” V) 


M 2 “ om. "^ 
$+ 2cV"A( V“) - 2ncV'H, V -2cV'S,V* -2nc VV") 
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z gootin Wy + nVH*S, V" + 2nVH* SV + 2п°су*Н°Н#У®) 
- log( 5 + є) (VAV® + nV*H* V° + V°S V° + ncV*V*) dv. 
定理 9.27: 假设 x:M "一 R"” (ce) 是 空间 形式 之 中 无 测 地 点 的 6D,,1ow 超 曲面 ， 
У= Ие, + 大 ,是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 
9! 
ә? |,. 
-[ (аһ uf ghy + 25 , Vf hu  APMf yhy Aneff hj) 


PD F) (x,) 


+ OF fy + 2f jh, V + 2ff jh, hy + 2cf Af) 
* э (ФР + 2fP,S V. + 4f P,P, + Ancf PH) 
+ TUA ahu + hyf ahu + hhaf u) + 2f(P, V. + 3P,f) 
- 2f ( - cByhyhy; — cüsh;h,; — cB, hh; ) ] 
+ NP - 4ncHfh,f u = 2ncfHS ,V - Ancf HP, = 4n PFH) 
1 
= ç CC 24M - 2nefH „И - 2cfs - 2c nf ) 


" - (лун + nfHS „У + 2nf HP, + 2f H) 

- log( S) (fAf + nfH ,V" + РР, + ncf ) д. 

定理 9.28: 假设 x: MSR" (e) déz BUE SX PSI CD, tog, e) 超 曲面 , V = 
Ve, + је, ,1 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 


a” 
at’ |, бы», o (%,) 
=Í, š 1 Gr Mah af ss +25 Vf jhy + 4Paff hy + 4ncff jh) 


+ چ‎ UO ll a + 2f jh, V.  2ff jh, h, + 2cfAf) 


+ koni + 27Р,5 ,V' + 4f P,P, + Ancf PH) 
ites + hf phu + РЈ) + 2/(P, ,V' + 3P4f) 


E йд có; hh; — cB, h;h — сб„һһу) ] 


ў jk 
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+ Gio ~ 4ncHfhyf u - 2ncfHS ,V' — Ancf HP, - An? à f H°) 
€ 


L -(- 2efAf = 2ndfH „У ~ 248 ~ 22р?) 


-$ L -(2nfHhuf u + nfHS V. + 2nf HP, + 2 fH) 


- log(S + e) (fAf + nf ,V + РР, + nef’) dv. 
注释 9.4: 特别 注意 上 面 诸 定理 之 中 黎 曼 张 量 R 分 别 在 流 形 N Яй М 上 
的 拉 回 从 x* TN 上 的 两 个 协 变 导数 Rp,, 和 Rs ,的 区 别 。 


9.5 GD,, sw 泛 函 的 第 二 变 分 公式 


$ 


我 们 知道 当 F(u) =sin(z) 时 , Z 88 GD, „ЯП GD, „ 。 分 别 变 为 
Ср) = [sinc dv, GD, sine) = [ sin(s +e) dv 


针对 此 类 重要 的 特殊 情形 的 计算 , 可 以 直接 利用 上 面 一 节 的 定理 得 到 ,于 是 我 
们 有 

定理 9.29: 假设 x:M" 一 N"*? 是 一 般 原 流 形 之 中 的 CDG, Е, 了 = Ve, + 
Ve, 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 


ar CD F) (x) 


t=0 


= Í, = sin(S) (АИВ + 25 „Уе, 4S, V Vis ~ 4V hh], Ёру") 


+ сов(5)(2/У*, + 2Vh; VW + 2VSh; EV? — 2V, RS VP) 


j.p ip "pj 
~ sin( S) (4V°S ghu Vu + 2V*S S p V + AVS 65,07 -AV Seeha RV) 
+ cos( S) (2V°( V* hah, + hè VE he + hohe V5) 


nd у ЈЕ jj 
+2V"( Sage iV + Si V" + Saag + S. V") 
- 2V°( RE AGAR + hš RE hk, + hoh Rf, V!) 


+ sin(S)(4V°A§ RE hy WV + 2V*h5 RES „И  AV'hS RS, V” 


g йа j ja up ў iia 
- 4Vh RE hj, Ri V") 
— cos( S) (2V° REV, + 2V° RE hE ү” + 2V* Ке Һа Һу" – 2" RE, REV’) 


- cos( S) (2V°he Riga V” + 2VRE Ra, oV + 2V К, И", – 2Vh5 R, Ve, 
+2V“h Re V”; - 2V*h5 Ra V.) 
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- cos( S) (2nV H* h VÀ, + пу°Н°5$ ,V + 2nV"H" S, eV - 2nV'H* hj, Rip Ve) 
- sin( S) (VAV" + nVH*,V" + V"S,gV + V RV) dv. 
ЖЕ 9.30: 假设 x: M" IN" — ВИР 2 CDon, sn, o T OE, V = Ve, 
+ Ve, 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 
а 
ac 


GD(n,F ,e) (x,) 


t= 


9 y 


= f; - sin(S + e) (АМИ ИВ + 2S ,W Vhs 4S, V V», = AV һу, Rig V^) 


+ cos(S + e) (2V%,V%, + 2V',hz V" + 27" У — 2V%, RV?) 


j.p ip “pj 
- sin(S + e) (AV Suh, Vu + 205,5 pV? + AV'S 5,” = 4У°5 hi, Riy V") 
+ cos( S + e) ZV (Vh hi, + hš Vou hi, + hi Vo) 


gk, 
+2V° (SF + Sup + Sugg S au V) 
- 2V (Rš hA hs, Һ RE hê, + hohe, Re) V] 


yk 
+ sin( S + є) (4V°hs RE h} Vu +2°һ; RS V + ду" К S, V” 
- 4V°he RE hb, RÈV”) 
- cos(S + e) (2V* RE V9, + 2V^ RE hE ү”  2V* REWER — 2V* RE, REV") 


- cos(S + e) (2V°he К, V” + 2V*h; Ra, pV? + 2V°h Ra V; = 2У°Һ Rig VP. 
* 2V*h; Ra, V; n 2V*h; Rig, P 


- cos( S + e) (2n V°H°h Уб + nV-H*S ,V + 2nV*H"S,, V? — 2nV*H*h], Ri, V^) 
- sin(S + e) (V. AV + nH VW + VS QV + V° RV) dv. 
定理 9.31: 假设 x: MN" 是 一 般 原 流 形 之 中 的 GD, „Ж, V = Ve; + 
Је, EADAE, 那么 其 第 二 变 分 为 
а? 


ә? 


GD, r) (x) 
=0 


t 


= Í = sin( S) (4h,f uf jh + 28 , Vf jh; + АРУ jh; ET Aff hh, Конал ) 


+ cos( S) (2f f; + 2f jh; „И + 2f hgh; = 207. Rojo) 

- sin( S) (AfP,h,f u + 2fP3S „” + AP P,P, - 4f Phu Roos) 

+ cos( S) [2/(f jh, hi; + hf hug + hjhyf 4) + 2f(P, V + 3P,f) 

- 2f (Rand Raha + hy Raya) + БВА Risa) ] 

+ sin(S) (4fh, Ri, aoo ufi + 2fhy Rinnan Sp + Af hy Rinnan Ps 


第 9 章 第 二 变 分 和 稳定 性 li 131 


- 4f hij Renan Rand) 
— cos( S) (2f Ra anf + OF Rif" 
+ 2f | pete: T -2f  — Pondus 
= oes 8) CFE, Raya nya + Ag iso + 2fh; Leap 
- 2%, Ё уа + 2%; Renownia - 2fh; Rua 
- cos( S) (2nfHhyf u + nfHS ,V' + 2nf HP, - 2nf Hh, К, aiu) 
- sin( S) (Af + nfH У +PP, +f Rosica) de 
ER 9.32: BK x M'N" 是 一 般 原 流 形 之 中 的 CDe, 。 超 曲面 , V = Ve, 
+ fe, ,1 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 
2 


2 


at GD,,. F, є) (х,) 


t= 


= |, = sin(S + €) (4huf uf yhy + 28, Vf yhy + 4P Aff shy = Aff ha Rinnam ) 


+ cos(S + e) (2f f; + 2f jh; p V + 2f hh; — 2ff 5 Riasan ) 


- sin(S + e) (4fP;h,f u + 2fP,S „У + 4f PP, = 4f Phu, Rei) 
+ cos( S + €) [2fCf ; hh; + hf ahu + АҺ) + 2f( P; V + 3P,f) 


= 2f (Ra, oan tals + hy Raya nhu + hg Riain ) ] 

+ sin(S + e) (4fh; B, ous uf +21 uem S + 4f hy Ri Ps 
= Af hy Rinnan hu Risia ) 

- cos(S + €) CR: ayway + s) TE 

+ 2f Rasayan ву = 2f RG Re 

- cos(S + €) (2f-h, | үч) +2, Riemen + 2fh,, Raitaa 
- 2fh, Raf a + fh Riasan = Fy Rinnat a) 

- cos( S + є) (2nfHh,f u + nfHS ,V + 2nf HP, - 2nf Hh, Rinni ) 


- sin(S + e) (fAf + nfH ,V" + РР, +f  — dv. 
ш №" ”是 空间 形式 R"? (e) Br, 我 们 知道 其 黎 曼 曲率 张 量 可 以 表达 为 
Rigcp = —c(6c6gp — S4n8zc) » is - 8,5 в, 


ўа 


Rin => | Ж > -c(8,0,, —0,,0) = пед, — с 2, 54:5: › 


К => | >; = c(8,0,5 — Өлвбш) = рсӧлв = c ` O „две › 


a 
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Ri, = поб, в, R; = реб,. 
定理 9.33: 假设 x:M" 一 R"*?(c) 是 空间 形式 之 中 的 GD us T UE, V = Ve, 
+ Ve, 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 


а? 
P CD r) (%,) 


= | - sin CS) (4h ИВ + 28 WV hg AS, ИРУ  AncHP Va hz V9) 


4^ 

+ cos( S) (21 V*; + 2V;h; И + 2V'h; hs V?  2cA(V*) V?) 

- sin( S) (AV'S LV, + 2V"S PS V” + 4У°5 5,” + 4ncH’ V"S V") 

+ cos( S) [2V° (V° hihi + hš V^ hl; + hs he V5.) 

*2V (Sag; + Say + Scag + д, V) -2V'(- cV'S - 2cV58,)] 

+ sin(S) ( - 4ncV-H*h; V^, - 2ncV*H"S V. - AncV-H* S, V” - Anc VEE V) 

- cos( S) ( – 2cV'A(V*) – 2ncV'H, V - 2cV'S, V – 2nc V“ Ve) 

- cos( S) (2nV* H*h V), + nV*H*S „У? + 2nV*H" S, V?  2n'cV*H* HPV) 

= sin( S) (V'AV* + nV*H*,V" + V°S V  ncV*V^) dv. 

定理 9.34: [EE x: М" К" (с) RES RUE SX TP CD in TUE, V = 

Ve; + Ve, 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 
9 
ar 


CD,, в, e) (x) 


= L = sin(S + €) (Ah УЗ +2S V Vhs +4S V V hu + АпсН?у he V^) 
+ cos(S + e) (2V%,V*, + 2V.h; V+ 2V.hz hs Ve + 2cA(V*) V°) 


Y, p У P p 
-sin(S + €) (AV'S hz, Vi +2V"S eS pV” + AV'S Su, V! +4ncH V"S a V") 
+ cos(S + e) [2ZV* (V hihi + ASV he. + АҺ VA.) 
+ 2V°(Sogg Vi + S a + Sapp V” + Sa VY) – 2V°( - cV°S - 2cV58,)] 
+ sin(S + e) ( - 4ncV°H*hj,V",, - 2псу*Н"5 „У - AncV'H' Sy, V” 
- 4n à VHP V”) 
- cos(S + e) ( - 2cV'A(V*) - 2ncV*H*,V' - 2cV°S,,V" - 2пс Ve V°) 
- cos( S + e) (2nV' Hh, V^, nV H*S ,V + 2nV*H" S, V^ + 2n? cV H° HPV) 
- sin(S + =) (VAV + nVIPV. + VS. V? + псу) dv. 
定理 9.35: 假设 x: Mr 一 R (cec) 是 空间 形式 之 中 的 СР, ,,) 超 曲面 , V = Ve, 
+ fe, ERDARA, 那么 其 第 二 变 分 为 
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7 
ә? 


GD,, r) (x) 


120 


= | - sin( S) (4huf nf jh; + 2S ,V'f jh, + 4P,ff jh, + Ancff jh,H) 


+ cos( S) (2f fi, + 2f jh; p V + 2ff hh, + 2cfAf) 

- sin( S) (4fP,h,f + 2fP,S V" + 4f P,P, + 4ncf P.H) 

+ cos(S)[2f(fijhahys + hf phu + hh) + 2f(P, У + 3P/) 

- 2f ( - Byhyhy: – cy hh, – cBuhh,) ] 

+ sin( S) ( - 4ncHfhyf u = 2ncfHS ,V' – 4ncf HP, - Anc H^) 

- cos( S) ( - 2f Af - 2ncfH , V" — 2cf S - 2c nf) 

- eos( S) (2nfHh,f u + nfHS ,V' + 2nf HP, + 2n'cf H° ) 

- sin( S) (fAf + nfH „И + РР, + ncf ) dv. 

定理 9.36: [BUE x: M" 5 R Co) 是 空间 形式 之 中 的 CDe ЖП, V = 
y 


e, + 用, 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 
E 
at? bs. F, e) (x,) 


= | sin(S + e) Cf uf shy + 28, Vf ghy + АРЫ hi + Апе shyH) 
+ cos(S + e) (ff; + 2f hu, V 2f hh, + 2of f) 


- sin(S + e) (4fP,h,f u + 2fP,S ,V' + 4f PP, + Ancf PH) 

+ cos( 5 + e) [2/Cf hihi + hf phu + Ағ) + 2/( P, ,V' + 3P) 

- 2f ( - cb;h,h, = cB, hh, — Byhyhy) ] 

+ sin( S + €) ( - AncHfh,f u - 2ncfHS ,V' – 4ncf HP, - Anf H^) 

- cos(S + e) ( - 2dgAf - 2ncfH ,V - 2cf S - 2c nf) 

- cos( S + e) (2nfHhyf u + nfHS ,V' + 2nf HP, + 2n'cf H^) 

- sin( S + e) (fAf + nfH ,V' + fP, + nef ) dv. 

注释 9.5: 特别 注意 上 面 诸 定 理 之 中 黎 曼 张 量 R,,s 分 别 在 流 形 N 和 流 形 M 上 


的 拉 回 从 x* TN 上 的 两 个 协 变 导 数 Rs,, 和 Rs ,的 区 别 。 
9.6 单位 球面 中 GD m 子 流 形 的 稳定 性 


在 本 节 , 我 们 讨论 单位 球面 之 中 的 CD,，m 子 流 形 的 稳定 性 , 我 们 考虑 三 个 典 
型 例子 一 一 全 测 地 超 曲 面 、Clifford 超 曲面 C. 4F Veronese 曲面 。 
例 9.1: 全 测 地 超 曲面 按照 其 定义 , 我 们 知道 所 有 的 主 曲 率 为 
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于 是 , 可 以 计算 为 
P, =0, P, 20, P, =0. 
代入 上 面 的 方程 , BATA ACA FES F e CLO, =), 全 测 地 
超 曲面 М A GD. r) #8 HHIH o 
例 9.2: 对 于 维 数 为 偶数 n=0( mod2 ) 的 特殊 Clifford 超 曲面 
бык 5S1 «S Cz) (0. 
我 们 知道 所 有 的 主 曲率 为 
kı = shy =1, kp, =" =k, = =1. 
于 是 可 以 计算 所 有 的 曲率 函数 P,, Р,, Р, 为 
P, =0, P, =n, P, =0. 
于 是 我 们 得 到 C. 对 于 任何 函数 PeC (0, o ) ABE CD, p EMH 
例 9.3: 假设 (x, y, z) 是 三维 欧式 空间 R 的 自然 标 架 , Б (ш, ш, шщ, us, 
us) 是 五 维 欧 式 空 间 R° 的 自然 标 架 , 我 们 定义 如 下 的 映射 为 


" niet m 
GIT ا‎ A из m 
262 
ъ= 

х? +y +22 =3 
IX BRE Т ЕВЕ Л. x: RP? = 5°(3)/7,—5°(1), 我 们 称 其 为 Veronese 
曲面 , 通过 简单 的 计算 , 我 们 知道 第 二 基本 型 为 
1 


(х2 -y), Us = 100 +у -22), 


L А 7 
5 B 
A, = ‚А, = 
Lp "ИЙ? 
B B 


通过 上 面 的 第 二 基本 型 和 定义 , 我 们 可 以 计算 得 到 


if =F =0, 8, =, =4, S=p=4, 
S34 = 53 20, 845, = 54 = 55 = Sua = 0. 
显然 ，Veronese 曲面 对 于 任意 的 函数 eC (0, о ) 都 是 CD „Ш. 
定理 9.37: [Bit x: M' S" (1) 是 单位 球面 之 中 的 GD , mm 超 曲面 且 为 全 测 
HHA, V = Ие, +/2, ERDE, 那么 其 第 二 变 分 为 
2 
Do n (x) = [EO ОЛ, +4fAf +217) = FC) SN nf?) do 
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定理 9.38: BU х: M'S" (1) Cn 是 偶数 ) 是 单位 球面 之 中 的 CDe, p EM 
HEN C, +, У= Ve, +fe,,1 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 


ar 
at |,- 


GD. n (x) = 4F (n) (YA, = DS) 
+ F'(n) (2f f. + 12fAf + 16nf) - FCn) (/Af + 2nf?) dv. 
EH 9.39: 假设 x:M —5' (1) 是 单位 球面 之 中 的 CD, „ T Wu JÉ H. 
Veronese 曲面 , V = Ие, + Ve, 是 变 分 向 量 场 , 那么 其 第 二 变 分 为 
at’ |, 


‚4 a 
GD. r) (%,) = [ЕС (ФИ „у д) 
0 


‚у ip "pj 


+ FOE) VV, + 2V h* he VP 4A(V*) V») 
, 4 а а 
+ F(A) [20 (УА + hg Ve hl + MM) 


£2V (S as +S Sep, V) ] 


+ F'( $) (6S +201: 12) 


~ F(Z) (VAV +S V" +21V+ 1?) dv, 
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第 10 27 Simons 型 积分 不 等 式 


子 流 形 理论 之 中 ,Simons 类 型 积分 不 等 式 是 一 种 重要 的 积分 不 等 式 , 其 是 讨 
论 子 流 形 间 隙 现象 的 基础 。 


10.1 Ж ANSE 


Simons 型 积分 不 等 式 是 子 流 形 几何 中 的 一 类 重要 的 积分 不 等 式 , 在 子 流 形 间 
隙 现象 的 研究 和 刚性 定理 的 发 展 之 中 具有 重要 作用 。 实 际 上 , 最 原始 的 Simons 
型 积分 不 等 式 是 针对 极 小 子 流 形 推导 出 来 的 , 后 来 发 现 不 仅 在 极 小 子 流 形 之 中 有 
此 类 现象 ,而 且 在 Willomre 型 泛 函 和 子 流 形 之 中 也 有 此 类 现象 。 本 节 的 主要 目的 
是 研究 CD py FI GD,, 5,。 子 流 形 的 积分 不 等 式 。 为 此 , 我 们 需要 几 个 引 理 。 

引 理 10.1: 

N(A,) = У, (05)? =:5„, М(А„) = > (hy? = Š. = 8, = of PY 

N(A,Ag - А„А„) = N( (À, + H*)Ap - Ag(A, + Н°)) = МАА - Apåa) 

= N(A,(A, + B°) - (A, + H®)A,) = N(A,Ag - АА). (10 - 1) 

陈省身 等 人 证 明了 下 面 的 重要 不 等 式 ， 为 方便 起 见 可 以 称 为 陈省身 类 型 不 
等 式 。 

引 理 10.2( 参 见 文献 [3] ): WA, В 是 对 称 方 阵 , 那么 

N(AB - BA) x2N(A)N(B) 

等 式 成 立 当 且 仅 当 两 种 情形 , 情形 1: А, B 至 少 有 一 个 为 0; 情形 2: ШЖ AHO, 
B40, 那么 A, B 可 以 同时 正 交 化 为 下 面 的 矩阵 


100 0 0 1 0 + 0 
0 -1 о. 0 0 0 0 
A240 0 0 > 0 |, в=що 0 0 0 
ооо 0 0 0 0 - 0 


ШЖ В,, B,, В, 为 对 称 阵 且 满 足 
N(B,B, - В,В,) =2N(B,)N(B,), 1<i, j<3 
那么 至 少 有 一 个 为 0。 李 安民 等 人 细致 研究 上 面 的 陈省身 类 型 不 等 式 , 给 出 了 更 加 精 
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细 的 不 等 式 和 等 式 成 立 的 条 件 , 为 了 方便 起 见 , 我 们 可 以 称 之 为 李 安民 类 型 不 等 式 。 
引 理 10.3: 假设 A, 4，…，4,，p=2 是 对 称 的 (n xn) EE, < 
Ss = (AAD, S. = М(А„), 58 = Y 8, 
我 们 有 不 等 式 


Y МАА, - AAA.) + У, Gu) < S 
a op 
等 式 成 立 当 且 仅 当下 面 的 情形 之 一 成 立 
情形 1: A, =A, =… =A, =0. 
情形 2: A, 40, A, 40, A, 24, 2774, 20, S = S>. 
并 且 在 情形 2 的 条 件 之 下 , A, А, 可 以 同时 正 交 化 为 下 面 的 矩阵 


1 0 0 - 0 0 1 0 … 0 
0 -1 0 ~ 0 Sj! 0 0 0 

A, = 2 0 0 = 0OLA- 74 0 0 0 0 
0 0 0 = 0 0 0 0 - 0 


下 面 的 张 量 不 等 式 首先 是 由 Huisken 在 超 曲面 的 情形 发 现 的 , 在 积分 估计 之 
中 有 重大 应 用 。 

引 理 10.4: Huisken 的 估计 (参见 文献 [93 ] ) 。 

e 余 维 数 为 1 时 
3n? 
n+2 
Jf AIVAI? = пі VH| ВАХ ЧУА =0. 
e 余 维 数 大 于 等 于 2 时 


IVA? > 


IVA? > 


УНІ? 2nIVHV?, 


Зп? 

п+2 
并 且 1vhl? 221 VHI? 4 B IN VR =0. 
WEBB: 分 解 张 量 he 为 


УНІ 2alVHI?, 


h; =, + Fu 
其 中 
Ej, 8. HD, + Н), Еу = hy – Еу. 
直接 计算 
2 -— 
IE? = 22 уру, E-F=0, 
n+2 


那么 利用 三 角 不 等 式 可 得 
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2 > E 
IYI? 2IEI = 37 vg? >n VA. 
п +2 
当 
Vh =0 
В, 上面 不 等 式 之 中 的 各 项 全 部 变 成 0, 显然 
IVA? = n | VH!2. 
МЧЖ, M 
IVAI? =nlVHI2 


I, 上面 不 等 式 之 中 的 不 等 号 全 部 变 成 等 号 , 于 是 
Fi =0, Е =0, Ве k = 0. 


g 


即 是 
Vh =0. 
综 上 
IVAI? = n | VH! 
M BDUR 
Vh =0. 


Simons 积分 不 等 式 的 推导 依赖 对 曲率 模 长 协 变 导 数 , 为 此 我 们 在 各 种 情况 之 
下 详细 计算 了 曲率 模 长 的 二 阶 协 变 导 数 。 
引 理 10.5: 对 于 曲率 模 长 S, 其 协 变 导数 是 
° 在 一 般 流 形 之 中 且 p>2 时 
Sy = DY-2 Ra + Tae Re, Y 2а + She Mz, 


Yo ija ija 
apa p aja D apB р 
+2[ 9 hiha Rin + У, hohy Rig + У hihi, Rogi 
ўро ура Yop 


+ У, (ҺҺАҺАЁ — heheheh’) + V, (hehehehe, — hehehehe) 


4 kp "pj Кр "pl ў “ip pj ip "pl 
Орав ypaB 
apBpBpe «LB papB 
+ У, (AGRE hs — hh he hh) ], 
ijpaß 
AS = $- 2h; К, + У 2А К, + У 2пћ Н", +21Dh1? 
ijka ijka ija 


+2[ Y his Ry, + У Му, Кы, + У, hoha Rogue | 
ijpka ijpka ijkaß 
+ Y 2nS H° -2 У [N(A Ag - AgAL) + (Sag)? ] 
ag I ав 


= ¥ -2h Ris + У 2h Ruj + У, опну + 2 | Dh |? 
ўка Же ija 


+2[ 5 hha Rig + > hehe Ri + У кт Ва] 
урка D 


брка 
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+ У, 2ns, H - 2n E 
aß 


-2У (М(А„А„ - А„А„) + (Sg)? + 2п5Н°Н°). 
ар 
° 在 一 般 流 形 之 中 上 且 p =1 时 
Su = У, 2h, eg а У, 2h;  -— * D 2и, у + У, 2hy, aby, 
y у y 


2[ Þ2 hh, Rig + 2 hh, Кы 一 $ > hh pl 


üp ijp 


+ У, (hyhighyhy + huh = hyhihyhy) 1, 


ip pj ip “pl 
üp 


AES LN us L2 an + Y 2nh,H , € 21 Dh |° 
y 


ijk 
+ 2 2и Ru + 2,2 а Куш - 25° + 2аР,Н. 
. 在 空间 形式 之 中 且 p>? 时 
Su = = YN y+ 32h; 4h ЕЁ, 1 
ija ija 


+2[ 之 - cnH" h? + с, 


* рУ (hi M hi h^ — hohfhg hê, ) 


kp “pj kp “pl 
ijpaß 
+ У, (OSSA, = hohe hf h^) 
ijpaß 
+ > (hh ho ho 一 h; hi, hs ho) 1, 
ijpaB 


=> 2nh; H°; + 21Dhl 2 + 2ncS - 2n cH? + 2, 27S в HP 


да 


22, (N(A,Ag - АА.) + (S. )2) 


- your, + 2 IDhl? + 2ncS - 2n? cl? + У 295.4 Hf – 2п?Н* 


уа 


-2У (МАА, - A,A.) + (S4)? + anid нене). 
ap 
。 在 空间 形式 之 中 且 p=1 时 
Bas Y 2, * 22h, hs, 


- 2cnHh,, + 2c6,S – 2S > hh 


kp hu 


+ D2 Aghshighy, + hh hh — hh hh ) , 


ip pi ip “pl 
AS = Yn, -21Dh |? - 2n cl? +2ncS - 28? * 2nHP,. 
5|38 10.6: 对 于 函数 G(S), 我 们 有 计算 
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° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 
AG(S) 2G(S) IVSI? + G'(S) 


Су-26, + у,2 Ёш, + У олн, + 2 1 Dh 12 


*2( 2, иһ Rya Ы 2, ih ip йы * 2, hihi Regt) 
üpka ЎкаВ 
+ У 2nS,, HP - 25 I N(A,Ag - А„А„) + (Sag)”) ] 
a8 of 
= G(S)I 951° + G'(S)( Y, -2h; RY, 
ika 
+ 22h Ке, + Y 2nh;H*; + 2 IDh| ? 
ija 


+ 2( 2 hih pk " + У, hohy Кы + Y MM, Ra) 
брка ijkap 
+ S 2ns ur - 2п2Н* 
op 
-2У [N(LA, - А„А„) + (Sug)? + 2п8,,Н"Н?) J. 
ов 
° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 等 于 1 时 
AG(S) = G(S)1 VSI? + С'(5)( 2h, E ond У 2h, ИРИ 
+ Y, +21 Dh |? + 2, 2 Ri, + Уз, R 


_2S + 2nP H). 
° 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 
AG(S) = 6 (5) 1951° + G'(S) | Y 2nh; Hs, +21Dh 1? + 2neS - 2meH 


* 2, 295, Н? "251и, -АрА,) + (Sa) 11 
= - c) IVs? +5) злу, * 21Dh |? +2ncS - 2n cl 
* У 2nS H° - 2n H' 
aß 
-2 F [N(A,A, - A,A.) + (Sg)? + 2п5Н°Н° ||. 
aß 
© 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 等 于 1 时 
AG(S) = Ç (S)IVSI? + 6'(S)( Y 2nhyH , 
*21Dh |? — 2п?сН? + 2пс$ - 25° + 2nHP,). 
结合 CD,,. F) 子 流 形 的 一 阶 变 分 公式 ， 我 们 可 以 耦合 上 面 的 计算 为 以 下 引 理 。 


引 理 10.7: 对 于 函数 CCS) , RIBA CD, r - 子 流 形 的 一 阶 变 分 公式 有 : 
° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 
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AG(S) 2 G(S)IVSI? + [ 2nF'(S) ht) Н", +2nF'(S)S Н" -2nF'(S)hERE H" 


d^ а 


-n F(S)H] +2n(G'(S) - F'(CS) )h;H"; €2n(G' (S) - F'(S)) Say" 
*2G'( S) LDAV. +n? F(S)  « 2nF' (S) hÊRÊ H° 


y ya 


*2G'(S) (- hsRe, + hz Ra, ;) 

+26'(5) (hA; ho Ring + hohe Ra + hahi К 

-2G'(S) (N(A,Ag -A,A,) + (S. )°) 
2G(S)IVSI? + [(2nF'(S) h;) Н", € 2nF' (S) SH" 

-2nF'( S) Һ.К H° - n? F(S)H ] 

*2n(G'(S) - F’(S)  h;H"; 2n(G' (S) - F'(S) ) Н" 

*2G'(S) IDA -2n°G' (S) Н* + n F(S) Н? + 2пЕ'(5) ҺЕ H° 


у ja 
*26G'(S) ( -hRS „ + АА, ;) 


ük, 


agi) 


*2G' (S) (hA; ho Ra + hzhz R 
-26G' (S) LN(A,A - А„А„) + (Su)? *2nS, H^ HP ]. 
° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 等 于 1 时 
AG(S) 2G (5) 1У51° + [(2nF'(S) h;) H ;+2nF'(S)P,H 
*2nF' (S) R4, 0H - n F(S) P] 


*2n(G'(S) - F'(S))hH  +2n(G'(S) - F'(S))P,H 
*2G'(S) |Dhl? -2G' (S) 5° -2nF'( S) h;R,, 0H * n F(S) Н? 


*2G' (S) (А.К, ia erg R ,ym.;) *26 (S) (hh Ry hh Ru) 
• 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 
AG(S) =G(S)1VS + ((2nF'( S) h;) Н", 

*2nF'(S) Sa,H" «2n cF'(S) Н - n F(S) ) 
*2n(G'(S) - F'CS)) h;H*; -2ne(G'(S) + F'(S) JH 
*2n(G'(S) - Е'(5))5 Н" 
*2G'(S) IDhl? *2ncG' (S) S +n? F(S) P 
-2G'(S) (МАА, - AgA,) + (5)^) 

2G (S)IVSI? +[ (2nF’(S) h;) Н", 
*2nF' (S) Sg" 2n cF'(S) Н? - n F(S)H' ] 
*2n(G'(S) - F'(S)) h;H*; -2ne(G' (S) +F'(S)) H? 
*2n(G'(S) - F'(S)) SH" 
*2G'(S) |Dh|? *2ncG' (S) S en F(S) Н -2n/G'(S) H 


TOUT 


kpj 
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~26'(S)(N(A,Ag -A,A,) + (Sag)? +2п5Н°Н°). 
© 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 等 于 1 时 
AG(S) =G (5) 1У51° + ((2nF'(S)h;)H ;+2nF'(S)P,H 
+2n°cF' (S) Н? - i F(S) P) «2n(G'(S) - F'CS))h;H , 
+ (G'(S) - F'CS)) PH -2Ánc(G'(S) + F'(S))IP 
*2G'(S) DAI. *2ncG' (S) S -2G' (S) 5 +n? F(S) Н. 
特别 地 ， 如 果 函 数 CCS) = FCS) , 则 上 面 的 看 合计 算 可 以 变 为 
538 10.8: X FAN FCS), RIRE CDa, r - 子 流 形 的 一 阶 变 分 公式 有 
° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 
AF(S) =F (S)IVSI* + ((2nF'( S) h;) Н", +2nF'(S)S Н" 
-2nF'( S) hÊRE Н" - n F(S)H?) 
*2F'(S) IDA + n? F(S) Н +2nF'(S) ҺЕ H^ 
*2F'(S) ( -hRg « hs Ry з) 
+2F'(S)(h2h% Ru, + hohe Ru, + hohe Ra) 
-2F'(S) (МАА, - AgA,) + (S. )°) 
F (S)I VSI + ((2nF'( S) Ag) Н", *2nF' (S) So,H* 
-2nF'(S) hÊRE H° - п?Е(5) Н?) 


*2F'(S) IDA? -2n' F'(S) Н +n? F(S)  *2nF' (S) ҺЕ, H° 


*2F'(S) ( - АК, , + А, ;) 
+ 2F" (S) (ASAT Ria + hohe Ri + ҺЕ Ra) 
-2F'(S) (N(A,As - AAA.) + (S)? +20 SHH). 
° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 等 于 1 时 
AF(S) F(S)IVSU + ((2nF'( S) h;) H „+2пЕ'(5)Р,Н 
*2nF' (S) Ri a H-n F(S) ) 
*2F'(S) IDA? -2F’(S)S? -2nF'( S) Ri, 45H + n FCS) Н? 
*2F'(S) (А.К, iia e РК луш) *2F(G) (uh Ry, hh К) 
© 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 
AF(S) = 下 (S)1VS + ((2nF'(S) h;) Н", 
*2nF' (S) SaH* +2п?сЕ'($уН° -n? F(S)H’) 
-Am'cF'(S) P +2F'(S) |Dh\? «2ncF'( S) S +п?Е(5) Н? 
-2F'(S) (МАА - AgA,) + (Sag)”) 
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-2F(S)IVSI* + ((2nF'(S) h;) Н", 
*2nF' (S) SaH" «2n^cF'(S) Н - n F(S)H) 
-An'cF' (S) Н? «2F'(S) IDA +2ncF’(S)S «n F(S) Н -2r F'(S)IT 
-2F'(S) (МАА, -A,A,) + ($4) *2nS,H" HP). 
© 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 等 于 1 时 
AF(S) =F(S)1VSI? + ((2nF'(S)h;) Н, +2пЕ'(8)Р,Н 
+2п2сЕ'(5) Н -n° F(S) Н?) -4n’cF'(S)H? +2F'(S) 1р? 
*2ncF'(S)S -2F'(S) +r F(S) Н. 
5|38 10.9: 假设 符号 如 上 文 所 述 , 对 于 上 面 的 引 理 之 中 出 现 的 某 些 项 , RI] 
有 如 下 两 个 估计 。 
e 陈省身 类 型 估计 工 余 维 数 大 于 等 于 2) 


N(A,As - AAA.) + (Sa)! (2 „ЭЎ. 
等 号 成 立 当 且 仅 当下 面 任意 一 种 情形 成 立 
情形 1; 所 有 的 矩阵 A, =0, Va. 
情形 2: 余 维 数 为 2， FEHER Ans #0, Ay 750, S (n+1) (ntl) = S.,+2)(n+2) = 


0 1 0 0 1 0 0 0 

1 0 0 0 0 -1 0 0 

Aa = 0 0 Q о | A... =| 0 0 0 
n+l 2 . , n+2 2 A 
0 0 0 0 0 0 0 0 


° 陈省身 类 型 估计 (PARKES 2) 
2n Š ,EPH* + М(А„А„ - ÀÀ,) + (Sig)? <2npH? + (2 ^ 
等 号 成 立 当 且 仅 当下 面 任意 一 种 情形 成 立 
情形 1: 所 有 的 矩阵 A, =0, Va. 
情形 2: 余 维 数 为 2, FAM 4,, 20, 4,50, Sanas 26.20 = 
f. H-0,3tH 


0 1] 0 0 1 0 0 0 
1 0 0 … 0 0 -1 0 0 
А. =À, = 0 0 0 о | Ava daa = 0 0 0 0 
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° 李 安民 类 型 估计 工 ( 余 维 数 大 于 等 于 2) 
N(A,Ag - AgÁ,) + (S. ) < 


等 号 成 立 当 且 仅 当下 面 任意 一 种 情形 成 立 
情形 1: 所 有 的 矩阵 4。=0, Va. 


S 
情形 2: XB A,,, #0, Ans2 #0, S(n+1)(n+1) = $(„+2)(а+2) — А аз =А ,4 е 


3 


2 с 
25° 


0 1 0 0 1 0 0 0 
1 0 0 0 B bo 0 
E о 0 0 0 А, = 0 0 0 0 
д & BD wo E 0 — Q 


e 李 安 民 类 型 估计 I 工 ( 余 维 数 大 于 等 于 2) 
2nS gH? H" +N(A,Ag -A,A,) + (Sy)? <2npH* + 


等 号 成 立 当 且 仅 当下 面 任意 一 种 情形 成 立 
情形 1: 所 有 的 矩阵 A, =0, Va. 


情形 2: SEPE A, 0, А, 2940, S, o6 So n0 =E Anes =A mim 


0 1 0 … 0 1 0 0 - 0 
1 0 0 0 б -1 0 - 0 
Anat =A, 1 „Р 0 0 0 0 , Aia =A E 0 0 0 0 
ооо 0 00.0 0 


证 明 : 首先 我 们 证 明 陈 省 身 估 计 。 我 们 用 符号 Т, 来 表示 需要 估计 的 
Т, = 2n ` Ser + ¥ (54) + Y25, 5 
af af a*B 
对 角 化 ($s) 使 得 $s 20, a*B, 那么 我 们 有 
Т, 2nT,*T,, ( *) 
此 处 
R= VS (832 
和 


#10 Simons 型 积分 不 等 式 / 145 
T, XY + F 255. 
a as: 
我 们 推 得 
T, = $ (Sa) GP < Y (Sa) X, OY < pi 
a a B 
和 
T, = Y (Sa)? + Y 255$ 
a ap 
= Y (Sa)? + $ Sase + 51 s E, 
a «В «В 
=(¥ 5.) + اة‎ 5-8.) 
a «=1 B 
ue eri. Y à, 
"T m š yy) = (2-4) 
= ШЫ? aa) ) = ( P 
1, 3 
= (2 = jg? 
( р?” 
К. T, f T, EA ( ж), 可 得 
T, <2npB + (2 = 


如 果 等 号 成 立 , 那么 意味 着 上 面 推导 过 程 之 中 的 所 有 不 等 号 都 成 立 , 即 是 
Y S. (Н)? =0, 


as B 


МАА -АА,) =2N(A,) N(Ag) , 
Š. =Še А Vo p. 


如 果 某 个 矩阵 4。=0, 那么 其 他 所 有 的 矩阵 都 为 0, 此 时 不 等 式 变 为 等 式 。 如 
FEMA A, 40, 那么 所 有 的 矩阵 都 不 为 0, 此 时 根据 陈省身 不 等 式 的 后 面 的 结 
it, 如 果 余 维 数 大 于 2, 那么 某 个 矩阵 A, 必须 为 0, 与 假设 矛盾 , 因此 余 维 数 一 定 
为 2, 并 且 和 矩阵 可 以 同时 对 角 化 为 上 面 引 理 之 中 的 情形 , 在 此 种 情形 , 平均 曲率 
向 量 为 0。 由 此 , 陈省身 估计 得 证 。 对 于 李 安民 估计 可 用 李 安民 不 等 式 同 理 可 证 。 

引 理 10.10: 结合 上 面 的 两 个 引 理 , 我 们 有 关于 函数 F(S) 的 二 阶 导数 AF(S) 
的 估计 。 

° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 等 于 1 时 

AF(S) -F(S) IVSI2 +((2nF'(S)h;)H ;+2nF'(S)P,H 

*2nF' (S) h; Riasan H = n F(S) HP ) 


146 / 子 流 形 曲率 模 长 的 间隙 现象 


*2F'(S) Dh? -2F'(S)S? -2nF'( S) hjR,, i 0H *n F(S) P 
&2F'(S) (А,В, ya, ћу, ) +2Ё'(5) (hyhuRi hihi Ry) 

e 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 

AF(S) -F(S)IVSU + ((2nF'( S) hz) Н", +2пЕ'(5)5Н° 
-2nF'( SRR, Н" - n F(S) P) «2F'(S) Dhl? +n? F(S) Н? 


*2nF' (S) ARS, H° € 2F' (S) ( - АК, „+Һ Ru) 


ija j^ gk, 
*2F'(S) (АЗАА Ru, + hohe Ry + ҺЕ R.) 


-2F'(S) (NCA,As - AAA.) + (5 )°) 
= F(S)IVSI + ((2nF'(S) h;) Н", 2nF' (S) SH" 
-2nF'( S) PRG H^ - n? F(S) H^) 


ija 
+2F'(S)IDhl? -2n' F'(S) Н +n? F(S) Н &2nF' (S) ҺЕ H° 
*2F'(S) ( -hRS , + Һа, j) 


ijk, 


+2F' (S) (hA; hs К, + АҺ К 


aß Dp 
ў рк t ipi „+ hi Rag.) 


kpj 
-2F'(S) (МАА - ApA,) + (Sag)? *2nS,H* HP). 
° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , F'(u) z0 Bf, 陈省身 类 型 估计 
I 为 
AF(S) zF(S)IVSU + ((2nF'( S) h) Н", +2nF’(S) SH" 
-2nF' (S) Һ® H" - n F(S) Н?) «2F'(S) IDhV e n^ F(S)H? 


&2nF' (S) RE Н" &2F' (S) ( - ҺӘ, ,+ ho Rs, ) 
€2F' (S) (jo Ri, + ih Ry, + Bj Ra) = 2F" (S) (2 aus 


4 S=S,>0 Н Е'(5,) >0 时 , 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, FERE A, . 天 


S — 
0, А4290, Sasa = $(„+2)(»+2) => Н=0, 并 且 


0 1 0 = 0 1 0 0 - 0 
1 0 0 0 0 -1 0 ww 0 
So So 
hn= 0 0 0 0,452550 о 0 0 
0 0 0 0 о 0 0 - 0 
e 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , К'(и) SOM, 陈省身 类 型 估计 


IL y 
AF(S) zF(S)IVSI? + ((2nF'( S) 5) H^; + 2nF'( S) SI" 


第 10 章 Simons 型 积分 不 等 式 / 147 


-2nF'( S PRG H^ - n F(S)H?) 


*2F'(S) IDA? - 2n? F'(S) Н +n? F(S) Н? +2пЕ'(5)һК® H° 
+2F'(S)( - ҺЕ, , + ho Rs, j) 


ijk, 


+2F'(S) (A; ho Ri, + hohe Ru, + hhf R op) 
-2F'(S) (2npH? + (2 = 
У S=, >0 H F'(S,) >0 BF, ERR 4AM 4: 余 维 数 为 2, BMA, AH 


S — 
О, A,,, 350, S(n41)(n41) = $0,2) (а+2) = 了 ， H =0, Н 


0 1 Q ' 0 1 0 0 0 
1 0 0 … 0 0 -I 0 0 
So So 
А А = 2 " И т 9 , Ans = 2 0 А " 0 
0 O 0 0 o 0 Ü. Ü 


° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , F'(u) «0 时 , 陈省身 类 型 估计 
I 为 
AF(S) <F (S) IVSU + (2nF'( S) h;) Н, +2пЕ' (5) SH" 
-2nF'( S)hRS H° - n" F(S) P &2F'(S) IDA +п?Е(Ѕ) Н? 
*2nF' (S) ҺЕ H^ € 2F'(S) ( – Һе, ‚+ ҺӘ, |) 


ija ijk, k 


7 ala D apa a 2 Ц 1 
*2F'(S) (hshs Ri + hib, Ru, + RGR Ra) -2F'CS) (2 EE 


y y 


HM S=S,>0 Н Е'(5,) <0 时 , 等 式 成 立 当 上 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, ERE A, A 


S - 
0, 4,,, 49, в) = 5,0,2) (а+2) EX Н=0, Н 
0 1 0 … 0 1 0 0 0 
I 0 0 + 0 0 -1 O 0 
5, = 
A... = 2 0 0 0 a dc 0 , А = 2 0 0 0 0 
0 0 0 ~ O 0 0 б ‘ww 0 
° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 BF, F(u) «0 Bf, 陈省身 类 型 估计 


ПЖ 
AF(S) <F (S) IVS + (2nF'( S) hh) Н", +2nF'(S)S, e H° 


-2nF' (S) ERE Н" - n! F(S) Н? «2F'(S) | Dhl? -2n2 F! ( S)H* 
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+nF(S)H «2nF' (S) ҺА Н" «2F' (S) ( — hg Rs ,+ hg Roy, ;) 


ба 

+2Е'( 8) (hht Ru, + AER Ring + hhf Rs) 
-2F'(S) (2npH' +(2-—)p*). 

M S=S,>0H F'(S,) <0 RF, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, ЭЕ А„,, 天 


S, 一 
0, A,42%0, S(n41)(n41) = S 4,2) (n+2) => Н=0, 并 且 


1 0 … 0 1 0 0 = 0 
0 0 - 0 š 0 -1 O 0 
0 0 0 |, A... = = 0 0 0 0 
0 0 … 0 0 0 0 … 0 


° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , F'(u) z0 时 , 李 安民 类 型 估计 


I 为 
AF(S) =F (S) 151° + (2nF'( S) h;) Н", +2nF' (S) 5 Н" 
-2nF'( S) ASRS Н" -n° F(S) Н? «2F'(S) IDA «n^ F(S) Н? 
*2nF' (S) ҺА Н" € 2F'(S) ( - hg Rs , + ho Ri, ;) 


+2F'(S) (АЛ, + hah Rigg + АҺА) -3F'(S)S. 


ў “pk ij ij 


M S=S,>0H F’(S,) >O RF, ERRA HAM: EE A, 40, A,,, 40, 


S = 
Senkit = S(n42)(n42) => Аз = men =A,,, =0, Н=0, 并 且 


0 1 0 … 0 1 0 0 0 
l 0 0 … 0 0 -1 0 0 
So So 
LEE 2 0 0 9 = 0 |, A... = 2 0 3 0 0 
0 0 0 … 0 0 0 0 … 0 


° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , F'(u) z0 时 , 李 安民 类 型 估计 


II 
AF(S) =F (S) VSU + (2nF'( S)h;) H^; € 2nF' ( S) SH" 
-2nF' ( S) PR& H" - à F( S)  «2F'(S)IDAV -2n?F’(S) HH 


y ya 


+n? F(S) Н? «2nF' (S) ҺА H" € 2F'(S) (  h5 Ro, hz Ros, ,) 


Ya 


+2F"(S) (AHS Rig + АҺ Rigg + Sh Ra) -2F'(S) (2nplf +307). 


ў 


M 5=55,>0 Н F'(S,) >0 时 ,等 式 成 立 当 且 仅 当 : HB ALL 40, A... 40, 
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$ = 
Sip) =5(n42)(n42) =F Ana =Anyg = =A, 4, =0, Н =0, 并 且 
0 1 0 0 1 0 0 … 0 
1 0 0 0 0 -1 0 … 0 
So So 
A... = 2 0 0 0 0 |, А, = 2 0 0 0 … 0 
0 0 0 … 0 0 0 0 … 0 


° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 BF, F'(u) «0 Bf, 李 安 民 类 型 估计 
I 为 
AF(S) <Е'(5) 1751? + ((2nF'( S) h;) Н", -2nF' (S) SH" 
-2nF'( S hE RE H^ ~n? F(S) ) «2F'(S) IDA + п?Е(5) Н 


йа 


*2nF' (S) RS H^ € 2F'(S) ( – Һ.К, „ + hg Rey, ;) 
*2F' (S) (hh Ru, + hh, Ru hs Ra) -3F'(S)S. 


ij gk 


MH S=S, >0 H F'(S,) <O 时 , 等 式 成 立 当 且 仅 当 : EFE A,,, 40, 4,,, x0, 


S = 
SC eon =$(һ+2)(а+2) =>, Аз e =А =0, Н =0, 并 且 


0 1 0 0 lI 0 0 … 0 
1 0 0 = 0 0 -1 0 0 
So So 
ASA = 2 0 0 0 0 |, A... = 2 0 0 0 0 
0 0 0 … 0 0 0 0 … 0 


。 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , К'(и)<0 时 , 李 安 民 类 型 估计 
IL 
AF(S) <F (S) I VSU + (QnF'(S) 5) Н", +2пЕ' ( S) SH" 
-2nF'(S) 5 R5 H^ - n F(S) Н?) «2F'(S) IDA? -2n?F'(S) FH 
+n’ F(S)  «2nF' (S) ERG H^ «2F'(S) ( - ҺӘ, ,+hšR% j) 


ija 


+2F'(S)(h°h° Ra + hehe Rus + hehe Rion) -2F'(S) (2лрН? +2). 


ij “pk ў 


щ S=S,>0 H F'(S,) <O 时 , 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 矩阵 4,,1 #0, A... 0, 


S = 
SC eye) = Sn 42)(n42) =>, А mon =А,,, =0, Н =0, Н. 
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0 1 0 1 0 0 0 
1 0 0 0 -1 0 0 
So = 150} 0 0 0 
А = 2 0 0 0 0 ‚ Anse = 2 
0 0 0 … 0 0 0 0 … 0 


e 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 等 于 1 时 
AF(S) =F (S) IVSI + ((2nF'(S) h;) H ; «2nF' (S) PH 
+2n?cF'(S)H? -n F(S) B) -An'cF'(S) Н? +2F’(S) |DAV 
*2ncF'(S)S -2F'(S)S) +n F(S) R. 
° 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 
AF(S) =F'(S)|VSI? + ((2nF'( S) h;) Н, 
*2nF' (S) 5 Н" &2n/cF'(S) Н - n F(S) P) – 4п'сЕ'(5) Н? 
*2F'(S)IDAV +2ncF’(S)S +n? F( S) 
-2F'(S) (N(A,Ag - AgA,) + (Sag)”) 
-2F(S)IVSI* + ((2nF'(S) h;) Н", 
*2nF' (S) S.ggH® «2n cF'(S) Н? - n F(S) ) 
-4n!cF' (S)HE «2F'(S) IDA +2ncF’(S)S +n? F(S)I -2r F'(S)H* 
-2F'(S) (МАА - A,A.) + (Sig)? *2nS,H" H^). 
© 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , F'(u) SOM, 陈省身 类 型 估计 
I 为 
AF(S) =F (S) IVSU + ((2nF'( S) h;) Н", +2пЕ' (5) 5, Н" 
+2n°cF' (S) Н? - M F(S) Н) -An/cF'(S) Н? +2F'(S) IDA 


+ 2nck"($)S РСЗ) Р -22 ---)Е'(5)$. 
4 S=S, >0 B F'(S,) >0 时, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, BER A, 天 
$, + 
0, A... 40, tI =S n42) (n+2) EE H -0, 并 且 


0 1 0 œ 0 1 0 0 0 
1 0 0 0 0 1 0 0 
S S 
Ane = T 0 0 O 0 РЕ 0 0 0 
0 0 0 + 0 0 0 0 - 0 
© 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , F'(u)>0 В, 陈省身 类 型 估计 


IL 
AF(S) >F (S) IVSI + ((2nF'( S) h;) Н", €2nF' (S) SH" 
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+2п2сЕ'(8) Н -n F(S) Н? 
–4п?сЕ'(8) Н? +2Е'(5) IDAV + 2псЕ' (85) 5 + п2Е(5) Н 


-2è F(S)H* -2F S) (2npH + (2 p). 
У S=S,>0H Е'(5,) >0 时, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : RAMA 2, 矩阵 4,,, + 


SS om 
О, A,,, 760, S(a+1)(n+1) = S6n42)(n42) =, Н =0, 并 且 


0 1 0 … 0 1 0 о 0 
1 0 0 … 0 0 -1 0 … 0 

So So 
0 0 0 … 0 0 0 0 + 0 


° 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 PF, F'(u) <0 PF, 陈省身 类 型 估计 
I 为 


AF(S) <F (S) IVSU + ((2nF'( S) h;) H*; *2nF' (S) SH" 
+2п2сЕ'(8) Н -n F(SP) – 4п2сЕ'(5) Н? +2F’(S) |Dhl? 
&2ncF' (S) S + n! F( S) HP -2(2---уР'(5)#. 
У S=S,>0H F'(S,) <O Н], 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, RA, = 


S — 
0, A,,5750, Sis) (n+l) = S.,.+2)(n+2) ==, Н=0, 并 且 


2 
0 1 0 … 0 1 Û 0 =s 0 
1 0 0 - 0 0 -1 0 0 
So So 
Anat = 2 0 0 0 w 0 , А9 = 2 0 0 0 0 
0 0 0 + 0 0 0 0 » 0 
© 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 BF, F'(u) <0 时 , 陈省身 类 型 估计 


H y 
AF(S) <F (S) 17512 + ((2nF' (S) hz») Н", 2nF' (S) Sos H" 
-2n/cF'( S) Н? - n F(S)H?) 
-AnlcF' (S) H? &2F'(S) | Dhl? &2ncF' (S) S n F(S)H? 
~2n°F'(S) Ht -2P CS) nol? + (2-—~)p"). 
M S=S,>0H F'(Sj) <0 FF, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, 矩阵 A... > 


S — 
0, A,,2 0, $(һ+1)(а+1) = 8 42)(n+2) =>, Н =0, 并 且 
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0 0 0 1 0 0 0 
1 0 0 0 0 -1 0 0 
So So 
А = 2 0 0 0 O | = 2 0 0 0 0 
0 0 0 … 0 0 0 0 … 0 


° 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , F(u) z0 时 , 李 安民 类 型 估计 
Ly 
AF(S) =F (S) IVS + ((2nF'( S) h;) Н", +2пЕ' (S) S. H° 
+2п2сЕ'(8) Н? - n F(S) Н) -An'cF'(S) Н? +2F'(S)|DhI? 
*2ncF' (S) S - n F(S)I? -3F'(S)S?) 
%S=S,>0H Е'(5,) >0 Hf, ERRA: E A,,, £0, А, 0, 


S == 
Sc sys) = $(һ+2)(п+2) EE Ane =A,,4 = =4,,, =0, Н=0, 并 且 
0 1 0 … 0 1 0 0 … 0 
1 0 0 0 0 -1 0 0 
So So 
A53 | b 0 бше B 0 0 
ооо O0 0 0 0 … 0 
© 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , К'(и) 20 时 , 李 安 民 类 型 估计 


H >” 
AF(S) <F (S) 1VS1? + ((2nF'(S)h2)H*, 2nF' (S) SI^ 
-2n'cF'( S) Н? - n F(S) Н) 
-An!cF' (S) H? 2F' (S) | Dhl? &2ncF' (S) S +n2F(S) HF 
-2n F'( S)  -2F'( S) (2ngH? +e). 


4 S=S, >0 H F’(S,) >0 Hf, Ak SK or 24 H 4: 和 矩阵 Anat 40, Ana #9, 


S РА 
Spas =S(n42)(n42) =>, А.з 7À,4477 =A,,, =0, Н =0, 并 且 
0 1 0 0 1 0 0 0 
i & 0 0 40 -1 0 s O 
Ans = = 0 0 0 0 |, A, = 0 0 O 0 
0 6° б m Q B oO B =< Q 


° 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , F'(u) «0 Bf, 李 安 民 类 型 估计 
I 为 
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AF(S) <F (S) IVSU + ((2nF'( S) h5) Н", +2nF’(S) SH" 
*2n/cF'( S) Н? -n° F(S) Н) – 4п2сЕ' (5) Н? «2F'(S)|DAV 
+2псЕ'(5) 5 +n? F(S)  -3F'(S)S.. 

M 5=5,>0 Н F'(S,) <0 时 , 等 式 成 立 当 且 仅 当 : ЕЁ A,,, 550, A,,. 40, 


9 ap 
Sca dd) Gant = $(һ+2)(л+2) =>, А.з = Ana" =А,,, =0, Н =0, 并 且 
0 1 0 0 1 0 0 … 0 
1 0 O … 0 0 -1 0 0 
So So 
a= | 0 0 0 |,Аш=% 0 0 0 0 
0 0 0 - 0 0 0 0 … 0 


© 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , F'(u) <0 Bf, 李 安民 类 型 估计 


П 
AF(S) <F (S)IVSU + ((2nF'( S) h;) Н", +2nF (S) SH" 
+2п?сЕ'(8) Н -n F(S) Н?) -An'cF'(S) Н? +2F’(S)\DhI? 


&2ncF'(S)S + n F( S) Н 2n? F (S) H’ -2F(S) (2npH + p°). 
M S=S,>0 B F'(S,) <0 时 , 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 和 矩阵 4 #0, A... 0, 


S — 
Sce) oisi) = $(„+2)(п+2) =>, Аз =4 4°" LT =0, H=0, 并 且 


0 1 0 0 1 0 0 0 
1-9 0 0 0 =1 0 0 

CN 5, 
вана Z ELT 
0 0 0 = O0 0 6 О = 0 


10.2 GD,, r, ЁН) Simons 型 积分 不 等 式 


对 于 上 面 引 理 之 中 的 表达 式 我 们 在 流 形 之 上 进行 积分 运算 , 利用 分 部 积分 公 
式 和 GD,,. F) 子 流 形 的 Ешег – Lagrange 方程 , 我 们 可 得 一 系列 的 定理 。 
定理 10.1: 假设 * :1 "一 为 一 般 流 形 之 中 的 GD. „ЖН ШИШ, 我 们 有 


0= [ F'CS) | VSI? + 2F'(S) | Dhl? - 2F'(S)S? 


- 2nF' (S), Re, a oH + P F(S) 
+ 2F' (S) (hy Roca = hi Roa) *2F'(G) (hgh Ri hh; Ёш) dv. 
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定理 10.2: (RIE x: M' SN", р>2 为 一 般 流 形 之 中 的 CD, n FRB, 我 
们 有 
0 


ЄЎ | VSI? «2F'(S) | Dhl? + п2Е(8) Н 


+ 2nF'(S)h RE Н" + 2F'(S) (- hg R% , + Һ Rf. j) 
+ 2F'(S) (АА Rig + hohe Rua + hhf, R.) 
- 2F'(S)(N(A,A, - AgA,) + (S. )2) dv 

[ F2(S)1 VSI? +2F'(S) | Dhl? – 2п2Е'(5)Н* + n? F(S)I? 


+2nF'(S)h К Н" + 2F'(S) ( - he Ro , + hš Ro) 


ija ijk, k 
+ 2F' (S) (АҺ Кы, + hšh% Ru, + hh, Regu) 


-2F'(S)(N(A,A, - А,А,) + (Sag)? + 2nS,H^ H^) dv. 
定理 10.3: [Biz x: M' SN", pz2 为 一 般 流 形 之 中 的 CD, r, FRB, 我 
们 有 
e 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , F'(u)>0 BJ, 陈省身 类 型 估计 
I 为 
0> | F'CS) | VSI? + 2F'(S) | Dhl? + n! F(S)I? 


+ 2nF'( S) 5 RS H“  2F'(S) ( - he Re 


ija yk, 


, + hš RS) 
, аја р ala D a D , 1 
+ 2F'(S) (hohe Rigg + hoho Ri + RGAE Rage) = 2F'(S)(2 - rod do. 


4 S=S,>0 H F'(S,) >0 BJ, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, IMAL. A 


S - 
0, ñ, FA, Scion =S.+2)(n+2) x H=0, 并 且 


1 Q9 = 0 0 0 0 
0 0 = 0 -1 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 


° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 BF, F'(u)>0 时 , 陈省身 类 型 估计 
II 为 


02 [ F'CS) | VSI? «2F'(S) | Dh |? - 2! F'(S) Ht + n F(S)IP 


+ 2nF' (S) h5 RE H^ + 2F'(S) ( - h R% , + hs КӘ, |) 


ija ijk, k 


+ 2F'(S)(ASAS, Ry, + hah? Ru, + hh, R 


ў “pk ij ij “ik ові) 
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—2ЁР'($)(2прН? + (2 = "LS du. 


4 5=5,>0 H Е'(5,) >0 时, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, HM AL. A 


S =, 
0, A,,2 #0, Sanan =S.,,2)(n+2) =>, H=0, 并 且 
0 1 0 … 0 1 0 0 … 0 
1 0 0 … 0 0 -1 0 … 0 
JS Js 
A. => 0 0 0 = O|},A,,.=% 0 0 0 0 
" 2 y LI ` Li 2 ` 
0 0 0 - 0 0 0 0 … 0 


° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 BF, F(u) <0 BF, 陈省身 类 型 估计 
I 为 


0< f F'CS) | VSI? «2F'(S) | Dhl? + n! F(S)H? 


ijk, 


+ 2пЕ'(5)Һ RSH" + 2F'(S) (= hs RY, + hs А) 
+ 2F' (S) (ASH, Ry + hh, R,, + hhf, Ras) 
-2Р'(5)(2 - ZS de 
4 S=S,>0 Н F'(S,) <O 时 , 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, ERE А,, = 


Gk 
D, A. #0, Scion = $(„+2)(л+2) EE Н =0, FFA 


0 1 0 += 0 


1 0 O 0 
z! 9 0 0 |0 -1 0 0 
ПИЕ ^H 0 0 0 0 „Ао = = 0 0 0 0 
0 0 0 + 0 ооо 0 


° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , F'(u)<0 时 , 陈省身 类 型 估计 
ПЖ 


0< f Е"(5) | VSI? +2F'(S) | Dhl? -2n?F’(S)H* + п'Е(5$)Н? 


+ 2nF"(S)h8 REH +2Е'(5)(— ha Ra , + he Ro) 


ijk, k 


+ 2F’(S)(ASAS, Ry + hšh% Rug + ҺА? Ra) 


-2F'(S) (2np + (2 - "E di. 


% 5=5,>0 H Е'(5,) <0 时, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, ЖЕЕ А, 
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сл 


О, A,,.40, Sesi nz) = 8 +2()۸+2( =, Н =0, #8 
0 1 0 0 0 0 0 
ç l 0 0 - 0 -] 0 0 
"MOT. = 0 0 0 -- 0 |,4,,, 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 


* 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , F'(u) >0 时 , 李 安 民 类 型 估计 
I 为 


0> f F'CS) | VSI* +2F'(S) | Dhl? + п2Е(5)Н? 


Ya 
+ 2F'(S) (АЗАА В, + hohe Кы, + RENE, R.) 


- 3F'(S)S? dv. 
4 S=S,>0H F'(S,) >0 时 , 等 式 成 立 当 且 仪 当 : BERE A,,, 40, A,,, 40, 


+ 2nF'(S)hf REH" + 2F'(S) ( - he R% + hs К, j) 


$ Е 
Sopas A (а+2)(а+2) xL Anes 74,,777 =A,,, =0, H =0, ЖН. 
0 1 0 0 1 0 0 … 0 
1 0 0 … 0 0 -] 0 0 
So So 
А. = e) 0 0 0 аш 0 „А = 2 0 0 0 0 
0 0 0 … 0 0 0 0 … 0 


e 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 BF, F(u) 20 时 , 李 安 民 类 型 估计 
Il A 


0> f F'CS) | VSI? +2F’(S) | DAI? - 2! F'(S) Н + n F(S)I? 
+ 2nF'(S)h5 К Н" + 2F'(S) ( – he Re, + hš Ro) 
+ 2F'(S) (hgh, Ry, + ASRS Rua, + RENE, Rag) 


- 2F'(S) (2npH? + 5?) de 


4 S=S,>0H Е'(5,) >0 时 , 等 式 成 立 当 且 仅 当 : ЖЕЕ A,,, 40, A... 90, 
$, = 
90419081) = 50242) (n+2) => А, аз =А,,4 ES TNR =A,,, -0, H-0, 并 且 
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1 O 0 1 0 O 0 
0 0 0 š 0 -1 O 0 
A... = 0 0 0 |, A... = F 0 0 O 0 
0 0 0 0 0 O 0 


° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , F'(u) <O 时 , 李 安 民 类 型 估计 


I 为 
0< | (s)! vSI? +2F'(S) | Dhl? + n! F(S) Н 
+ 2nF'( S) 5 RE Н" +2F'(S)(- hè Ro, + he Rš. ;) 
+ 2F'(S) (ASAS, Ry, + ASRS Rua + hh, Rag) 
- 3F'(S)S° дь. 
M S=S, >0 H F'(S,) <0 时 , 等 式 成 立 当 且 仅 当 : MB A,,, 40, А, ,, 70, 
S = 
Saco Ж ®(а+2)(а+2) EE А 74,,2777 24,70, H =0, 并 且 
0 1 0 = 0 l оо. 0 
ç 1 0 O 0 O ej d = 4 
A=" | 0 0 0 0 0 0 O 0 
о о 0 … 0 0 0 0 += 0 
e° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 BF, F'(u)<0 BF, 李 安 民 类 型 估计 
II 为 
о | F'(S) | VSI? «2F'(S) | Dhl? - 25? F'( S) H + n" F(S) HF 
+ 2nF' (S) hb Re H° + 2F'(S) ( - hî Re, , + h° RY, ,) 
+ 2F'(S) (АҺ, Pe + ACK? Ri + hhf, Rag) 
-2F'(S) (2npl + 5 р?) dv. 
M 5=5,>0 H F'(S,) <0 ы 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 和 矩阵 A,,, 550, A,,, #0, 
S = 
9 (а+1)(а+1) =$(„+ә)(л+2) => A un “А 4 =A,., =0, H =0, 并 且 
0 1 0 = 0 1 0 0 :… 0 
1 0 0 - 0 0 -1 0 0 
S, "EM 
A470 0 0 0 pAn 757 0 0 0 0 
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定理 10.4: Bit x: MOR ”为 空间 形式 之 中 的 CD, m 超 曲面 ,我 们 有 
0= [ F'(S) | VSI* - 4п?сЕ' (5) Н? 
+ 2F'(S) | DAI? «2ncF'(S)S - 2F'(S) S + nF(S)H dv. 
定理 10.5: (UE x: M'R""", pz2 为 空间 形式 之 中 的 CD ST OE, Ж 
们 有 
0 = ЄЎ IVSI? -An'cF' (S) Н? +2F'(S)|DhI? + 2псЕ'(5)5 +n? F(S)? 
-2F'(S)(N(A,Ag -А,4,) + (Su)? ) dv 
= | (5) 1У51° -Ar'cF (S) Н +2" (5) Dh? 


+2ncF’(S)S +n? F(S) Н -2n?F'(S)H* 
-2F'(S) (N(A,Ag - ApA,) + (Sag)? +20S,gH*H®) dv. 
EH 10.6: Bi х: M" 9 R""^, pz2 为 空间 形式 之 中 的 CD, n FRB, 我 
们 有 
° 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , F'(u) SOM, 陈省身 类 型 估计 
I 为 
02 [ F'CS) | VSI? - An?cF' (S) E  2F'(S) | Dh |° 


+ 2ncF'(S)S + n2F(S)H - 2(2 - LFGS de 
34S=S >0 Н Е'(5,) >0 时 , 等 式 成 立 当 且 仅 当 : RAMA 2, 矩阵 4, = 


5 a 
0, A, ,2 0, 9 (а+1)(а+1) = 80,2) (n+2) =>, Н =0, 并 且 


0 1 0 = D 1 0 0 - 0 

1 0 0 .… 0 0 -1 0 0 

А = So 0 0 0 :… O|A „= So 0 0 O 0 
п+1 o | | i i , n*2 2 3 

0 0 0 - 0 0 0 0 = 0 


© 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 PF, F'(u) >0 时, 陈省身 类 型 估计 
1A 


02 [ FS) | VSI? - An'cF'(S) P + 2F'(S) | Dh |? 
+ 2псЕ'(5)5 + n F(S)IP - 222 F'(S)H" - 2F'(S) (2npgf? + (2 ~~") dv. 


4 5=5,>0 Н Е'(5,) >0 BJ, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, ME ALL 天 
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0 0 0 
-1 0 0 
0 0 0 
Ü $ < 0 


© 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , F'(u) «0 时 , 陈省身 类 型 估计 


I 为 


0< | F'CS) | VSI? - A?cF'( S) P. + 2F'(S) | Dhl? 
+ 2ncE' (S) S + n! F( S) - 2(2 - Piss dui 


3 S=S,>0H Е'(5,) «0 时, FARER: 余 维 数 为 2, MEA, 天 
& a 
0, A,,,950, Sins) (а+1) = Sn +2)(n+2) => H=0, 并 且 


0 1 0 … 0 1 0 0 0 
|! 0 0 … 0 š 0 -1 0 0 
А. = T 0 0 0 1:: 0,4,,- s 0 0 O 0 
0 0 0 + 0 0 0 0 о 

° 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , F'(u) <0 时 , 陈省身 类 型 估计 


IL 
0< f FS) | VSI? -4n?cF’(S)H? +2F’(S) | Dh |° 
+ 2ncF'(S)S +n? F(S)H? - 2 F'(S)H' - 2F'(S) (2прі? + (2 - "LE dv. 
%4 S=S,>0 B F'(S,) «0 时 , 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, FERE ALL | 


S 2 
О, A,,.#0, Son+1)(n+1) = Sn 42) (042) EE Н =0, 并 且 
0 1 0 0 1 0 0 0 
1 0 0 0 0 -1 0 0 
So So 
LE. 2 0 м 0 Ü |, A... = 2 " 0 4 0 
0 0 0 … 0 0 0 0 … 0 


© 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , К' (и) 20 时, 李 安 民 类 型 估计 
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I 为 
0 = |, (s) | VSI? – 4п2сЕ'(8) Н +2F'(S) | Dh |° 


+2ncF'(S)S + nF(S)H - 3F'(S) S) dv. 
M S=S, >0 H F'(S,) >0 时 , 等 式 成 立 当 且 仅 当 : MME А,, 0, А, #0, 


S(n41)(n41) = $(„+2)(п+2) =>, А, з =А,,4 =А,,, =0, Н =0, 并 且 
1 0 0 0 0 
0 0 -1 0 0 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 


• 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 BF, F'(u) SOM, 李 安 民 类 型 估计 
IL 


o< f FS) | VSI? – 4п2сЕ'(8) Н +2F'(S) | Dh |2 
+ 2ncF'(S)S + n?F(S)H? - 2n F'( S) - 2F'(S) (2ngH* + 2») ds; 


4S=S,>0H F'(S,) >0 В, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : GE ALL 20, А,,, 40, 


$, — 
8241) (а) = $(„+2)(»+2) = 了 ， А.з =А,.4 =з =А„,, =0, Н=0, FE 
0 1 0 0 1 0 0 … 0 
1 0 0 = O 0 -1 0 … 0 
So So 
A23," 0 0 0 = OLA wat oO 0 9 = 0 
0 0 0 … 0 0 0 0 … 0 


© 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , F(u) «0 时 , 李 安民 类 型 估计 
I 为 


0< F'CS) | VSI? - AcF'(S) Н? + 2F'(S) | Dhl? 


+ 2ncF'(S) S + n" F(S)  - 3F'(S)S! dv. 


M S=S, >0 BH F(Sy) «0 mt, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : Ж: A,,, 0, А, ,2 0, 
S E 
Sersal) =$(һ+2)(а+2) => А» =А,,4 sie =А,,, =0, Н =0, 并 且 
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0 1 0 0 1 0 0 … 0 
1 оо. 0 0 -1 0 0 

А = So 0 0 0 0 |, A „= So 0 0 0 0 
n+l 一 9 : , n*2 一 2 5 i | : 

0 0 0 = 0 0 0 0 + 0 


• 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , F(u) «0 时 , 李 安民 类 型 估计 
IL y 


0<[ FS) | VSI? - An?cF' (S) E  2F'(S) | Dhl? 
+ 2ncF'(S)S + п2Е(5) Н - 2n?F'(S)H* - 2F'(S) (2npH* + i») ах 


4 5=5,>0 H F'(S,) <O 时 , 等 式 成 立 当 且 仅 当 : ЖЕЕ AL, 40, A... 40, 
So 


Sesi) as1) = $(„+ә)(а+2) ау Anes =А, 277 = An +p =0, H=0, 并 且 
0 1 0 0 1 0 0 … 0 
1 оо. 0 0 -1 0 - 0 
So So 
Аа = 2 0 0 0 0 |, A... = 2 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 


10.3 GD. ,„ ЮЙ) Simons 型 积分 不 等 式 


对 于 CDa, o FRI, 利用 GD,, n FIREH) Simons 不 等 式 估计 可 以 得 到 下 面 
的 定理 。 

定理 10.7: 假设 x:M" 一 VN"*' 为 一 般 流 形 之 中 的 CD,,, 超 曲面 且 (M, r) є 
T, ,UT, 2, 我 们 有 


0 = [г(т-1)5°1 VSI? + 297 | Dhl? -2г51$ 


- 2arS hy Ваау + PSH 


+ 275"! (^; Ruya, k 一 h; Ramia + 2rS' (hyhy Ra * hh Ry) dv. 
定理 10.8: (Eit x: М", pz2 为 一 般 流 形 之 中 的 CD,，, 子 流 形 且 (M， 
г) є T, , UT, >, 我 们 有 
+ [ге -1)S | VSI? +2rS™ | Dhl? + nS FP 


+ 2nrS hs RE Н" + 2rS ( - he Re, + he Ка, ) 


Ya 
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+ 2rS (ATHY, Re + hšh% Ru, + hgh, R R) 
- 2rS™'(N(A,Ag — А„А„) + (S,,)?) dv 


= һе «13871 VS1? 42:511 Dhl? —2п?г57\Н°* + S'E 


+ 2nrS"! h RB Н" + 215"! ( – hs Ка, , + hš Rs) 
+ 2rS (ATHY, Ry, + hh, Вы, + hohe, R.) 
- 2rS™"'(N(A,Ag - AgA,) + (Sa)? + 2nS$,4H" HP) dv. 
定理 10.9: [Bit x: M"' >N! , pz2 为 一 般 流 形 之 中 的 CD FRBA(M, 
r) eT, UT, 我 们 有 
e 原 流 形 为 一 般 流 形 ， 余 维 数 大 于 等 于 2 时 ， ACM, r) € T ds г>0 或 者 
(M, r) eT, „В, 陈省身 类 型 估计 工 为 
02 [ r(r - 10871 VSI? «2787 1 Dhl? + п Н? 


kpi) 


+ 2nr5 hB RE Н" + 2:8 7 (— be Re, + RS RS. ,) 
+ 2rS (hh, Ryp + h2h2 Ris + AIRE Ras) 


=278 (2 = E dr. 


4 S=S, >0 Н(М, г) eT, ,, г>0 (М, r) eT, Н, 等 式 成 立 当 且 仅 


Š — 
4: 余 维 数 为 2, AEA, 20, А„,,5#0, Seis oso = S(ns2y(n+2) =>, =0, 3F R. 
0 1 0 = 0 1 0 0 = 0 
I 9 Q0 = 0 0 -1 0 … 0 
So So 
I A шы E E 
0 0 0 = 0 0 0 0 œ 0 


° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 BF, H(M,reT,,,rz0 或 者 
(M, r) eT, ,时 ,陈省身 类 型 估计 工 为 


0> rr - 1)5? | vSI? + 2р5"! | Dhl? -2n^rS H* + nS" HP 


+ 2nrS" P Ве Н" + 278" ( — he RG, , + he Ro, ) 


ijo 


+ 2rS (hh, К, + hh Кы, + hh, R.) 


ij "pk 


- 2rS"! (2npH + (2 - "n ) dv. 


MSzES,»0 Н(М, г) eT, ,, г>0 (М, r) e T, MH, FAR HH EU 
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S 


34: 余 维 数 为 2， KER A", 40, A,. 750, Saajan) = 5 42)(n42) => H=0, 并 且 
0 0 1 0 0 w B 
0 0 0 ç 0 -1 0 
0 0 0 |, A... = ^ 0 0 O 0 
0 0 - 0 0 0 0 - 0 


° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 BJ, ACM, г) eT, i, r<0 BF, Ek 
省 身 类 型 估计 工 为 


0< rtr -1)S'® | VS1? + 2r$7 | DAI? + S'E 


+ 2nrS ‘hi RÊ H° + 2rS" a = hi, Rs p hi ВЫ) 


уа 
+ 2rS (AEN, Rig, + WERE Ri + ASAE, Rag) 


ў "pk 


RST (2 = 1)» dv 
р 


є S=S, >0 H(M,r)eT,,, г<0 В, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, 矩阵 


9 — 
A,., #0, A,,2750, S(n41)(n41) = S 42)(n42) =>, Н =0, 并 且 
0 1 0 … 0 1 0 0 … 0 
l 0 0 - 0 0 -1 0 0 
S 
0 0 0 0 |, A... = £s 0 0 0 0 
ооо. O0 0 0 0 … 0 


° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , НОМ, г) єт, i, r<0 时, Ж 
省 身 类 型 估计 I A 


0< jr -1)S7| VSI? «2rS | Dhl? -2n°rS™ H? + n° SH? 


+ 2nrS ho REH® + 2r$  (— he Ку, + AG Ry) 


ija 


ў "pk 


+ 2rS™' (hhg, К, + hohe Кы, + hhf, R.) 
- 2rS''(2npH’ + (2 - E dv. 


MS-S,»0H(M,r)eT, i, r<0 时, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, Ж 
So 
2 , 


E Ansi #0, A,., 0, 501) (0+1) = 80,42) (n42) = Н=0, НҢ 
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0 1 0 0 1 0 0 0 
1 0 0 0 0 -1 0 0 

So So 
А„ы=ї- а 0 0 0 á uL 0 0 
0 0 0 0 б б 6G. 


e 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , 且 (M, r) e T, i, r>0 或 者 
(M, r) eT, ;时 ， 李 安 民 类 型 估计 IJ 


02 r(r - DSI VSI? «2787 1 Dhl? + т 
+ 2nrS he RE H + 2r8 ( – họ RG, + hš К ,) 
+ 2rS™' (hihu Rigg + hoho Rugg + hh, Rog) 


ij" pk 
- 3rS''S? do. 
MSES,»0H(M, r) eT, i, г>0 9 (М, r) e T, it, FARSH 
S 
ET ABI A, ,, #0, А ә #0, Sere) = 80242) (а+2) =>, LM =А,,4 dab =A,,, = 
0, H=0, 并 且 
0 1 0 0 1 0 0 0 
ç 1 0 0 0 0 -] 0 0 
Aa = 0 0 0 0 0 0 O 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 


° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , ACM, r) e T, a, r>0 或 者 
(M, r) e T, ,BF, 李 安 民 类 型 估计 工 为 
02 [ r(r-1)S1 951° +2r8 | Dhl? - 219 rS H* + п? P 
+ 2nrS"' hb RE Н" +2rS ( – he Ro, , + hŠ Ка, ;) 
+ 2rS (AEH, Ri + hohy Ri + hh, Ra) 
- 27S" (2npH? + i2) di 
4 S=S,>0 H(M, г) eT, ,, г>0 RCM, r) e T, Н, FARHA 


S 
25: Ж A,,, 40, A,,. 750, Soa) = 0.202 =5 А.з SAna = =A,,, = 


0, H=0, 并 且 
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0 1 0 0 0 0 0 
ç 1 0 O 0 -1 0 0 

А. = 78 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 … 0 0 0 0 


° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , B(M,r)e T, , r<0 BF, = 
安民 类 型 估计 工 为 


0< ri ~1)S'? | VSI? + 2r8 | Dhl? +S 


+ 2nrS''h® RE Н" + 2F'(S) ( – he R% , + hš Ru.) 


ija ijk, k 


+2rS (heh, К, + hohe Ru, + hh, Rag) – 318" 5 do. 


j "pk ip 
M SES, >0 H(M, т)єТ,\, г<0 时 ， 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 矩阵 4, ,和 0， 
S, =+ 
A,,5750, Sees) = $6 42)(n42) => А.з =А,.4 кады =А,,, =0, Н =0, 并 且 
1 O 0 1 0 0 = 0 
0 0 0 0 -1 0 … 0 
0 0 0 0 0 0 0 
0 0 … 0 0 0 0 0 


° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , HOM, г) eT, , r<0 时 , Ж 
安民 类 型 估计 TA 
0< r(r - 1087 1 у$1° + 278 | Dh |? - 2n'r$ H* + SH 
+ 2nrS ho REH® + 278" ( – ho RG, + hs Ri) 
+ 215" (hohe Ry, + hšh% Ri + AGRE Roge) 


-2r8" (2npH* + i») di 


`` 5=5,>0 Н(М, г) єТ, ,, г<0 В, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 矩阵 ALL £0, 


$, € 
A,,5750, $(а+їу(а+1) = $(„+2)(п+2) EE Аз SA =А,,, =0, H=0, 并 且 
1 0 0 1 0 0 … 0 
0 0 … 0 ç 0 -1 0 … 0 
0 0 … 0 |,4,,,= = о 0 0 - 0 


0 0 = O0 0 0 0 … 0 
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定理 10.10: 假设 x:M" 一 R"*' 为 空间 形式 之 中 的 GD, , 超 曲 面 且 (M, r) e 
T, 1 UT, 25 我 们 有 
0= | -1) S? | VSI? -An?crS 1H -2rS ^ | Dh |° 
*2ncrS ^! S -2r9 ^! S? + n? S' H do. 
定理 10.11: (Ei x: МА", pz2 为 空间 形式 之 中 的 CD, 子 流 形 且 (M， 
r) eT, ,UT, ,, 我 们 有 
0 = frc- 1) S7? 1IVSI? -An?crS HP +2rS "1 Dhl? + 2псг8' "S + nS’ H 
-2rS  (N(A,As АА) + (5 )*) dv 
- [ri -1)S IVS -An?crS  H? 278 7 IDA? 
+ 2псг8''8 +n’ SH -2]p rS! H° 
-2rS  (N(A,Às - A,A.) + ($,,)? +2п5Н°Н°) dv. 
EH 10.12: [it x: M' SR", pz2 为 空间 形式 之 中 的 CD,。, 子 流 形 且 (M， 
г) eT, UT; ;, 我 们 有 
e° 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 BF, B(M, r) e T, ,, г20 或 者 
(M, r) e T, 2f, 陈省身 类 型 估计 I 为 


0> | rir -1)8? | vsI? - An'erS! H* + 2r8 | DAI? 
+ 2ncrS 1S + n STH? -2(2 - rss dv. 
щщ S=S,>0H(M,r)eT,,, г>0 (М, r) eT, it, FARHA 


S 一 
当 : 余 维 数 为 2， FEE A", 0, А„,› 70, Des n = S6 +2()۸+2( EE Н =0, 并 且 


0 1 0 o 0 1 0 0 = 0 
г оо. 0 © -=I O0 == Q 

So So 
| 
0 0 0 0 0 0 0 - 0 


e° 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , ACM, r) e T, i, г20 RA 
(M, r) eT, :时 ,陈省身 类 型 估计 工 为 
0> rtr -1)57%1 YSI? - 4n2erS + 75771 DRI? 
+ 2ncrS S + п?5'Н? - 2n! rS H* – 215" (2npH + (2 - "E do. 


M SES, >0 ACM, r) eT, , ,r>0 RAM, r) eT, В, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 
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S, > 
余 维 数 为 2， ЯЕ А, ,1 550, A, ,2 0, S(n+1)(n+1) = S(n42)(n42) PE H -0, 并 且 


1 0 0 1 0 0 0 

0 0 5 0 -1 0 0 
0 0 0 |, 4,,, = Y 0 0 0 0 
0 0 … 0 0 0 0 += 0 


© 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , НОМ, г) eT, i, r<0 时, Ж 
省 身 类 型 估计 IA 


0< [ге -1)8? | vSI? = An*crS H + 2rS™ | Dh |2 
+ 2ncrS S + n! S'HÈ - 2(2 - rs do 


4S=S,>0H(M,r)eET,,, г<0 В, 等 式 成 立 当 上 且 仅 当 : RAMA 2, Ж 


0 1 0 - 0 0 
s 1 0 0 - 0 0 

А, = ш 0 0 0 -- 0, 0 
0 0 0 -- 0 0 


° 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , HOM, г) eT, ,, г<0 FF, Ж 
省 身 类 型 估计 工 为 


0< [г -1)57%1у51° ~4n? ers" HP 42787! | Dhl? 
&2naS7 S + n! S'H. -2n^rS H* – 215"! (2npH + (2 - 29р?) di 
У 5=55,>0 Н(М, г) єТ,,, г<0 时, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : RAMA 2, FE 


S — 
PE A,,, 40, A,,2750, Serie) = S +2()۸+2( 3 H -0, Jt H. 


ub 
0 1 0 - 0 1 0 0 … 0 
1 0 0 … 0 0 -1 0 0 
S S, 
A,.,=*"|0 0 0 … 0 PER" 0 0 0 - 0 
2 | 2 
û û 0 = б ü Ó б =< Ó 


e 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 BF, ACM, r)en, г20 或 者 
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(М, г) є Т, > 时 ， 李 安民 类 型 估计 I Oy 
0 = [r(-0s7ivsr -An! cr$ ^ H* 278 | Dh |2 


+2ncrS' S + n S H? -3rS ^! S?) dv. 
4 S=S, >0 H(M, r) eT, ,, r»0 9 (М, г) eT, sit, з VM AL 


S 
ED ЖЕЕ 4,,, #0, A420, S(n+t)(nel) = Sn 42)(n +2) aa А.з =А,,4 ыы =А,,, = 
0, H -0, 并 且 
0 1 0 0 1 0 0 0 
1 0 0 0 0 -1 0 0 
Sy So 
A425, 0 0 0 0 Auc 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 … 0 


° 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时, H(M,r)eT, ,,rz0 Sx 
(M. г) eT, „Н, 李 安 民 类 型 估计 工 为 


0< [r(r- 09? 1VSI? -4л°ег8 "HP «2787 IDA? 
+ 2na S + n! SH -2n^rS H* -2:8'! (2прН? nd do. 


M SES,»0H(M,r)eT,,,r»0 (М, r) e T, NH, 等 式 成 立 当 且 仅 
So 


34; FERE A, ,, 0, А, 12 #0, SC) = 5 +2)(n42) 723" A, is mA, 4 m0 اک‎ = 
0, H=0, 并 且 
0 1 0 0 1 0 0 0 
1 0 0 0 0 -1 0 0 
_ S _ VSo 
rA 0 0 O 0 |, Aus 0 0 O 0 
2 | 2 
0 0 0 … 0 0 0 0 … 0 


© 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , ACM, г) eT, i, r<0 i}, = 
安民 类 型 估计 I 为 


0< fir-s vs? —4п?єег58'71Н? + 215"! | Dh |2 


+2ncrS'S + n S'E -3rS ^! S? do. 


>4S=S,>0 H(M, г) єТ,,, r <0 Н], 等 式 成 立 当 且 仅 当 : EE A,,, <0, 


$, s 
A,,2 70, S5.) = 5(„+э)(а+2) ==, А.з =А, mon =A,., =0, H=0, 并 且 
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0 1 O 0 L 0 о 0 
1 0 0 0 0 -1 0 0 

S, J5 
Ana = = 0 0 0 0 |, A... = T 0 0 0 0 
0 0 0 - 0 0 0 0 - 0 


° 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , 且 (M, г) semi, r<0 时 , 李 
安民 类 型 估计 П OS 


0< fre- 1)5?1vSI? —4л?ег5'71Н? 42787 | Dh |2 
42ncr$' ^ S + n^ SH -2n^ rS  H* -2r5'"! (2npH° + 39°) dv. 


M S=S, >0 H(M, r) E ,, г<0 时 ， 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 矩阵 A,., #0, 


So = 
Ansa 0, Sa+(n+1) = Э(а+з)(а+2) EE Apea “Anga 77 =A,,, =0, H =0; 并 且 
0 J 0 s 0 1 O 0. s= 0 
L O O = 0 0 =l Q0 = d 
So So 
ee ши ee 
0 0 0 0 о 0 0 0 


10.4 GD,, ь РН) Simons 型 积分 不 等 式 


对 于 GD, к) FE, 利用 CD ь AR, 我 们 可 以 得 到 Simons 类 型 积分 不 
等 式 。 


E 10.13: (IX x: MN" 为 一 般 流 形 之 中 的 СР, £; EHH, 我 们 有 
б= [e vst +2e°| Dhl? —2e582 


-2ne^h.R Н + nep 


j“ *i(n+1)(n+1)j 
s = = s > ° 
+2e (А.К, луд, а РК зок, 5) *2e (hh, Ry, + h;h Ra) do. 


定理 10.14: Б х: М", pz2 为 一 般 流 形 之 中 的 CD в FRB, 我 们 
有 


0 = [evs +2e5| Dhl? + пеН? 


*2ne? h&£R5 Н" +2e°( – ASRS, „ + hg Rs.) 


ya 


*2e (hehs Ri, + hehe R, + hhf R.) 


p' “Кр 
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-2e' (N(A,As - AA.) + (S,4)^) dv 
= [e IVS? «2e DR? -22 8H enfe? 


+ 2ne^ P RP, Н" +2e°( – Һ К, „ + ho Ro) 
*2e (HEAR, + RRR, + hhe Ra) 
-2e* ( N(A,As АА) + (Sag)? *2nS, H^ H*) dv. 
定理 10.15: [ELE x: MIN", pz2 为 一 般 流 形 之 中 的 Ср, GST RUE, RI] 
有 


e 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 ,陈省身 类 型 估计 I > 
02 [е*1у5!? +2e5| Dhl? + ne3 HP 


*2ne^hP RP. H° +2eŠ( — hR, k + А, у) 


у “уа 


+2е*( АҺ К, + ho hs Ri + hohe Ra) 
~2e5(2 -+) 5% dy. 
p 
M S=, >0 时 , 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, 矩阵 ALL 40, A... 0, 


S, mm > 
50.1) (а+1) = 02022 EX Н =0, Ж#Н. 


0 1 O 0 1 0 0 0 
1 0 0 … 0 0, = O 30 

So So 
A470 0 0 0 Au 0 0 0 0 
0 0 0 - 0 ооо 0 


e 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 ,陈省身 类 型 估计 工 
02 [ e'ivsi +2e5| Dhl? -2n!e5H* + n? e° H? 


+ 2ne 6 R5 H^ + 2e? (- ho RS, „+ ho К, ,) 


ija 


*2e (ho ho Ri, + heh К, + hehe R) 
-2e' (2npH? + (2 ше ds. 
当 S$=S >0 时 ,等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, FERE AL, 40, A... 40, 


S — 
Sca) (21) =S +2()۸+2( =>, Н =0, 并 且 
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0 1 O 0 1 0 O 0 
1 0 @ 0 0 -1 0 0 

So So 
A= |0 о 0 0 QA m 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 » 0 


° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , 李 安 民 类 型 估计 工 为 


02 | е?1у51° +2es1Dhl? + n? e° H 
+2ne°hPR2 Н" +2е5( —h2R% , +h? А. E 


+ 2e3 (AAR iy + hohe Ri + hehe Rau) 73e S do. 


ў "pk" ^ ipjk ў ik apyk 
4 S=S, >0 时 , 等 式 成 立 当 且 仅 当 : ERE AL, 40, 4,70, Sarian = 
9 一 
S (n+2)(n42) EE А, аз =А, 4 =o" =A,,, 70, Н =0, 并 且 
0 1 0 œ 0 1 0 0 = 0 
l 0 0 … 0 0 -1 0 0 
So So 
А.з 一 2 0 тт | , Аһ = 2 0 " : 0 
0 0 0 s= O0 0 0 0 «= 0 


e 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , 李 安 民 类 型 估计 工 为 
02 eIvsi? 42e 1 DAI —2п?е5Н°* + п2еН? 


+ 2neshsRe H" +2e°( – Һа „ + Һа, |) 


ija 
+2e (hohe В, + RRR, +hShER g) - 2e (2npH + 25) dv. 


ij" “ik 
M SES, >0 时 ， AX or. M НИХ `4: FE PE A, ,i #0, A,,5 #0, S(n41)(n41) "xi 


S — 
S(n+2)(n42) => Ааа =А 708 =A,,, 70, Н =0, 并 且 
0 1 0 … 0 0 0 0 
ç l о 0 +. 0 -1 0 0 
А = m 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 


定理 10.16: 假设 x: MR" ”为 空间 形式 之 中 的 CD,, » EHH, 我 们 有 
0 = һе vs? —4п?се5Н? +2e°|Dhi? + 2nce S —2e5S2 +п?е5Н? дь. 
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定理 10.17: 假设 x:M" 一 R"'?, pz2 为 空间 形式 之 中 的 CD,。 ь Y UE, RII 
有 
0 = һе vs —4n?ce H +2e°|Dh\? +2nce°S + n? e° H° 
-2e' (N(A,As - AgA,) + (S. ) ) dv 
= һе!у5! —4п?се?°Н? +2e° | Dh +2псе?58 + n? I? -2n?eH* 
-2e ( N(A,As - A,A.) + (Seg)? +2п5Н°Н°) dv. 
定理 10.18: [Ett x: М" К", pz2 为 空间 形式 之 中 的 GD oan o UE, 我 们 


有 
© 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 Н], 陈省身 类 型 估计 工 为 


0z етуг – 4п2се%Н? + 2е*1 АІ? +2nce®S + пеН? -2(2 -Des dv. 
当 S=S, >0 时 , 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, 和 矩阵 А ы #0, А us #0, 


S aş 
SC) = 5 +2( )۸+2( =>, Н =0, Н 


1 0 0 1 0 0 0 
0 0 0 ç 0 —1 6 0 
0 0 0 |, 4,5 = z о 0 0 0 
0 0 … 0 0 0 0 - 0 


e 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , 陈省身 类 型 估计 工 
02 [evs - An! ce? H «2e | Dh 2 
+2nce°S + п?е®Н? -2n^e5 H* —2е*(2прН? + (2 -Ae de, 


当 5 三 $6。 >0 时 , 等 式 成 立 当 且 仅 当 : REMA 2, 矩阵 A,,, 40, A... 40, 


S = 
Senra) =$(һ+ә)(в+2) => H=0, 并 且 
0 1 0 0 1 0 0 0 
1 0 0 … 0 0 -1 0 … 0 
So So 
A= 2 0 0 0 Ü |, Aaa = 2 0 0 0 0 
0 0 0 … 0 0 0 0 … 0 


e 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 , 李 安 民 类 型 估计 工 
0 = һе уз! -4n ce +2е51рЬ? +2лсе?8 +n e H -36582) ёо. 
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4S=S,>0M, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : BH A, 40, А ‚550, Sarar = 


9 E 
$(в+2)(в+2) =>, Арз =A,,,=°° =A,,, =0, Н =0, 并 且 
0 0 0 0 -1 D 0 
I 
0 0 0 Awe 0 0 0 0 
0 0 - 0 о 0 0 - 0 


° 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 ,， 李 安民 类 型 估计 工 为 
0«| IVs? —4п?се5Н? 42e? | Dhl? 
*2nce' S + ne? Н? -2n' e? H* - 2e? (2npl + i») dv. 


MH S=S, >0 时 , 等 式 成 立 当 且 仅 当 : BB А, ,, £0, 4,20, Sariai = 
So 


S(n+2)(n+2) =, Ans3 =А,,4 ыш =A,,, =0, Н=0, 并 且 
0 1 0 0 1 0 0 0 
1 0 0 0 0 -1 0 0 
So So 
Awe o 0 0 0 A425 0 0 о 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 


10.5 GD,, ios) HIGH Simons 型 积分 不 等 式 


对 于 Wa, Е, 利用 上 一 节 的 公式 , 我 们 可 以 得 到 下 面 特殊 的 Simons Ж 
型 积分 不 等 式 。 
定理 10.19: 假设 x:M" 一 N"* 为 一 般 流 形 之 中 的 没有 测 地 点 的 СР, 超 曲 
面 , 我 们 有 
2n 


0= |, Givsi +4 | Dh)? -2S = А Н + n'log( S) IP 


S # i(n *1)(n*1)j 


= = 1 
ЕТЫ аъ -hR insi j) +2 (Аһ y t hjh Nm do. 
S S 


ij 


定理 10.20: 假设 x: MON”, p >2 为 一 般 流 形 之 中 的 没有 测 地 点 的 
GD,, tog) РЕ, 我 们 有 


0= E روچ امت‎ + DRI? + n2log( S) Н? 
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PURO H *2F'(S) ( -heRe, +) 
206 ho Ru, AGRE Rus + hhf Ra) 
- QNM, -A,A,) + (S,)?) dv 


i 2 
à 571781" + | DRI? -EH + rlog( S) IP 


he +2 -h;R R , +h? Rs. ;) 
СТ + hshe Ru th; HAS AR at) 


-ZONG A, -А„А„) + (Sig)? *2nS 4H" H^). do. 


定理 10.21: (HUE x: M' NU, pz 2 为 一 般 流 形 之 中 的 没有 测 地 点 的 
Ср „р РЈ, 我 们 有 
° 原 流 形 为 一 般 流 形 ， ies pak 时 ,陈省身 类 型 估计 I 为 


k: کو وپ‎ =| Dhl? +n°log( S) H? 


апове Н" +2 i- hs RS, + hg Riu, у) 


ij" ja 


= S= So >0 时 ， 等 式 成 立 当 且 仅 当 ; 余 维 数 为 25 和 矩阵 A. су #0, Ansa #0, 


S, — 
Saas = 8+ 2()۸+2( s Н =0, 并 且 


S Choha Rigg + hoho EET T EE: zi do 


2 
0 1 0 0 i 0 0 0 
1 0 0 0 0 -1 0 
So So 
Acto 0 0 0 LA, 277 0 0 0 0 
0 0 0 + 0 ооо 0 


° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 时 ,陈省身 类 型 估计 工 为 
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2 
02 |, sigs) + IDAI? - TEH + nlogC S) IP 


Peg Н" +2 $- КЁ. + SRI) 


ija 


£ (Cheha R Кы + hohe Ru + SR Ra) 
; 1 
-2( Н +(2-—)p’) dv. 
s (21р "n 


Щ 5=5,>0 时 ,等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, MM A,,, #0, A... 40, 


S — 
S(n+1)(n+1) = S +2( )۸+2( EE Н =0, 并 且 
0 1 0 0 1 0 0 0 
$ 1 0 0 0 ç 0 -1 0 0 
Аһ, = ^d 0 0 0 0 |, A... = y 0 0 0 0 
0 0 0 … O0 0 0 0 … 0 


° 原 流 形 为 一 般 流 形 ， А 时 , FERM Ait IA 
o| < SA روپ‎ + | Dhl? +n°log( S) IP 


42 a Mu oR: 
скн +214 - МВА, +.) 


ГАМ! 


M $= o >0 时 ， 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 矩阵 А, #0, Ais #0, Son+D(n+D) = 


+ Ch LR, + REA Ri + ҺӘ Ra.) —35 do. 


S = 
50а +2)(а+2) = 2, Ansys =А„„ = =A,,, =0, Н =0, FE. 
8 f p = p т 5 D e 
i o 9 Q (=f Bg 
So Sg 
А» = 2 * ° j id ° 9 A... = 2 0 9 M ... 2 
0 0 0 … 0 0 0 о. 0. 


° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 BF, 李 安 民 类 型 估计 工 为 
о> |, = 2109$ + Dhl? - 27. Ht + rlog(S) HF 


+ ORR H" +2 1-0 - hs Rs, , + heRe,) 


S 9 Ha gk, 
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+ (hoho Rin + Rh Ru, + ҺАЙ) = (np + 3p) do. 


kpj 


2d $= 5, >0 AY, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 和 矩阵 An, #0, Ans2 #0, Saraan = 


S 一 
Saysa2)(na+2) => A =0=A,,, =0, Н =0, 并 且 


ipjk 


6 1 Ж wý 0 0 0 

„|1! 0 0 … 0 =i 0 0 

Аһ. = E 0 0 0 - 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 
定理 10.22: (Bi x: M" —R"* == RE Xr B uS WHAM СР, r, Ж 

Hl, RITE 
о = [ ys - EF? + 2-|рһ\° +2ne -25 + nlog( S) do. 
м S? S S 


定理 10. 23: Bik х: М" R""", pz2 为 空间 形式 之 中 的 没有 测 地 点 的 
CD р РЯ, 我 们 有 


= [2119512 -4c + pay 2 2 
0 = [IVS у Ҥ + 1А? +2ne + пов (5) Н 


- ANO, -A,A,) + (S...) ) dv 


2 


2 
Ane 


m ais 2_ ЖЕЛҮЛЕ 
= |g vs ç H tg! Dh! 
2 2 2n? 
+2nc +n log(S)H 2E 


-CNCA Ap - AA.) + (Sg)? +2nS H"H) do. 
定理 10.24: (Б x: M'—R"*”, pz2 为 空间 形式 之 中 没有 测 地 点 的 CD), >, 
子 流 形 , 我 们 有 
° 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 Н, 陈省身 类 型 估计 ION 


о> [| 二 vs neg + 2 |рһ\? +2ле + n'log( S) Н -2(2 - 1)8 dv 
м S? S S p ` 
M S=S, >0 时 ， 等 式 成 立 当 且 仅 当 : REMA 2, ЖРА, 20, A... 70, 


9 M. 
S(a+ 1) (n+1) = 8 +2()۸+2( =>, Н =0, 并 且 
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0 1 0 0 0 0 0 
gj! 0 0 0 -1 0 0 
A =% 0 0 0 0 0 0 0 
2 Miis 
о 0 0 0 0 0 0 
° K qd 余 维 数 大 于 等 于 2 时 ， 陈 省 身 类 型 估计 I A 
一 1ivsiz_4 和 cp , 2 py 
02 [ = livsi SH + SAI DhI 


2 
+2nc + n'log( S) H -j - = angl +(2 aii) dv. 


4S=S, >0 时 , 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, FERE A, #0, A,,, 40, 
S 


S(a+1)(n+1) = $(һ+2)(а+2) =, Н =0, ЖН. 
0 1 0 … 0 1 0 0 0 
1 0 0 0 0 -1 0 0 
So So 
Asa = 2 0 0 : Ü |, A... = 2 j (0) " 0 
0 0 O … 0 0 0 0 … 0 
° ес ad eee == RETE IOS 
в [а zlii dniem, 去 1DR &2nc + n'log( S) P -35 дь. 
M S=S, >0 Bf, кыр) 矩阵 А„, #0, А, ,. 40, Saiar) = 
S = 
Seya) (а+2) =, Аз =А„„ =* =A,,, =9, Н =0, 并 且 
1 0 0 1 0 0 … 0 
0 0 … 0 ç 0 -1 0 0 
А. 0 0 0 |, A... = s” 0 0 O 0 
0 0 0 0 0 0 0 


e 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 В, 李 安 民 类 型 估计 工 为 
о [ = او‎ snc? + 2 DRIP 
+2nc +n’ log( S) H° me - (npr +3") dv. 


M S=S, >0 时 , 等 式 成 立 当 且 仅 当 : ЖЕРЕ A 40, A, 70, Sasar = 
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S = 
S(n42)(n+2) =, А.з 2А, = =А„,, =0, H=0, 并 且 
0 1 0 … 0 1 0 0 0 
ç l 0 0 … 0 ç 0 -1 O 0 
4.7550 0 0 = OA 0 0 0 0 
0 0 0 … 0 0 0 0 … 0 


10.6 GD,, an) SHIEH Simons 型 积分 不 等 式 


对 于 Ср, an) РЈ, 利用 Ср, 4) 子 流 形 的 公式 , BATA L14521 F FER AY 
Simons 类 型 积分 不 等 式 。 
EH 10.25: 假设 x: MSN 为 一 般 流 形 之 中 的 CD... sn) EHH, 我们 有 


@ = |, sin( 5) IVSI? +2cos( S) IDh |? —2cos(S) S? 
-2ncos( S) h,R,, yu j +n°sin( S) HF 
+2c0s(S)(AyR „луд, = PgR уш, 5) *2F (S) (hh Ra, + hh Raj) do. 
EH 10.26: (Б x: M' N^, pz2 为 一 般 流 形 之 中 的 Ср, an T UE, 我 
们 有 
0 = 人 -sin(3) IVSI? +2eos( S) | Dh|2 + n2sin( S)? 
+ 2ncos( S) ER Н" +2cos(S)( – АК, „ + АК) 
+2cos( S) (A; ho Ru, + ААК, + АҺ Ra) 


-2cos( S) (N(A,Ag - AgA,) + (Sag)? ) dv 


E f,- sincs) IVSI? +2cos( S) |Dh\|* -2n^cos( S) H* + п2ѕіп( S) H° 


+ 2псоѕ( S) RC Н" &2F' (S) ( - АК, , * ho Ros, j) 


ija ijk, k 
+2соз( S) (haha Rp + АА Ru, + SR Ra) 


-2cos( S) (N(A,As - A,A.) + (Sag)? +2nS HHP) dv. 
定理 10.27: Bi x: M' N^, pz2 为 一 般 流 形 之 中 的 GD, us TUE, R 
们 有 
° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 H cos(S) 20 时 ,陈省身 类 型 估计 
I 为 


0> |, -sin(S) VSI? +2cos( S) | Dhl? +n?sin( S) Н 
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+ 2псоз(5) АК Н" +2cos(S)( – А2, , + hz Rr, ‚) 


ўа ijk, 


* 2cos( S) (hg ho Ri, + hhg R 


ав p 
Py Ray + hihi Ru, + hh, Ra) 


-den(5) (2 - )5' de, 
M S=S, >0 Н соѕ(5,) >0 RJ, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, BE A, x 


5 — 
0, A, ,2 #0, Ses 41) tea) = Sn 42)(n42) => Н=0, 并 且 


0 1 0 + 0 0 0 0 
g1 9 0 0 -1 0 0 

А, = F 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 - 0 0 0 0 


° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 H cos( S) 20 时 , 陈省身 类 型 估计 
IL 


0> | -sin(S) IVSI? +2cos( S) IDAV? -2n^cos( S) H + n^sin( S) I? 


+ 2ncos( S) АЕК Н" +2cos( S) ( ҺА", , + АК, ;) 


ija ijk, k 


+2cos( S) (АА К, + hohe К, + RENE R gr) 


-2cos( S) (2ngI? + (2 wh da, 
M S=S,>0 H cos(S,) >0 BF, ERR МНИХ 4: 余 维 数 为 2, ЖА, 
О, 4,70, 5, +1)(n+1) =S(n42)(n42) -À. Н =0, 并 且 
0 1 O < ø 1 ә 
1 0 0 … 0 0 -1 0 … 0 
E AERE LU EE LE 


0 0 0 ~ 0 о 0 0 … 0 
e 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 H cos(5) «0 时 , 陈省身 类 型 估计 
I 为 


0< |, -sin(S) IVSI? +2cos(S) |Dh|? + n?sin( S) I? 


+ 2ncos( S) АК Fe +2cos(S)( — АА", , + he Ri, ;) 


ija ijk, k 


+2cos( S) ( h“h% R 


ў "pk" t ipjk 


+ hohe Ri + SIS Ra) 
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-2cos( S) (2 d dv. 


4 S=S, >0 H соѕ(5,) <0 时 , 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, FERE A, 7 


0, А,,:70, Sasian = 0.20 =>, H=0, 并 且 
0 1 0 0 1 0 0 0 
5 1 оо. 0 $ 0 -1 0 0 
LEE E 0 0 0 - 0LA,a- ^m 0 0 0 0 
0 0 0 = 0 0 0 0 … 0 
e 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 H cos(5) <0 时 , 陈省身 类 型 估计 


П 
0< f -sin(S) IVSI? +2cos( S) DAI? -2n^cos( S) Н* + п^зїп( S) I? 


+ 2ncos( S) АА Н" +2cos(S)( - АК, , + АК, ;) 


ija ijk, k 


+2cos( S) (A&A Ri, + hoh? Ri + SIR) 
-2cos( S) (2npH? + (2 909 dv. 
当 S=S, >0 Н соѕ(5,) <0 时 , 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, ERE A, 7# 


9 = 
О, A,,, 750, S(a+1)(n+1) = Son 42)(n42) ==, Н =0, 并 且 


1 0 0 0 0 0 
0 0 0 -1 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 … 0 0 0 0 


° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 Н. соѕ(5) 20 时 , 李 安民 类 型 估计 
I 为 


0> f -sin(S) IVSI? +2cos( 5) | Dhl? + п2віп( S) HP 


+2ncos( S) АК, Н" +2cos( S) ( - АА", , + АК) 
+2сов( S) (ASAS Ru, + hohe Ru + hehe Ra) 


ў “pk” ipjk ij 


—3cos( S) S? dv. 


当 S=S, >0 Н соѕ(5,) >0 时 ,等 式 成 立 当 且 仅 当 : ЖЕЕ A,,, 40, 4,,, 0, 
9 一 
S6 yas) = S .2)(n42) = 本， А аз =А,.4 mee =А,,, =0, Н =0, 并 且 
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0 1 0 0 1 0 0 0 
1 о 0 0 0 -1 0 0 
S, So 
A, = 2 0 0 0 : T 2 0 0 d 0 
0 0 0 … 0 0 0 0 … 0 
° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 H соѕ(5) 20 Bf, 李 安 民 类 型 估计 
IL 
о> |, —sin( S) IVSI? +2cos(S) |Dh|? -2n^cos( S) Н* + п2ѕіп( S) IP 
+ 2ncos( S) ERO. Н" +2cos( S) ( – АК", , + АК, ‚) 
+ 2cos( S) (hoha, Ri, + hohe Ri + АҺ Ra) 
-2cos( S) (2npH? +e) dv. 
HH S=S, >0 Н cos(S,) >0 Bf, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : EE A, 40, А, ,, 40, 
S = 
$(а+1)(а+1) = S202 =: T =А,,4 те =A,,, -0,H-0, 并 且 
0 1 0 … 0 1 0 Q ose. "Ü 
1 0 0 0 0 -1 0 0 
So So 
Ans = 2 0 0 н 0 , A, ,2 = 2 h " 7 ° 
0 0 0 … 0 0 0 0 … 0 
° 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 A cos( S) <0 时 , 李 安 民 类 型 估计 
I 为 


0<| -sin(3) IVSI? +2cos( S) | Dh|2 + п2віп( S) 
+ 2ncos( S) АК? Н" + 2cos( S) ( – АК, ,  h Rs, |) 
+2cos( S) (АА Ri, + hohe Ri + RRR a) 


—3cos( S) S? dv. 
M S=S,>0 Н cos(S,) <O FF, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : EE A,,, 40, A... 40, 


S = 
Scena) =S(n42)(n42) LE Anas =Ansg =" =A,,, 70, H=0, 3-8 
0 1 0 … 0 1 0 0 … 0 
1 о 0 0 0 -1 0 … 0 
S, So 
A... = 2 0 0 0 0 |, A... = 2 0 0 0 … 0 


0 0 0 … 0 0 0 0 = 0 
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e. 原 流 形 为 一 般 流 形 , 余 维 数 大 于 等 于 2 H cos(S) <0 时 , 李 安民 类 型 估计 
IL 
0< |, -sin(S) IVSI* +2cos(S) 1Dhl? —2л?сов( 5) Н* + п?віп(5) Н 
+ 2ncos( S)h#R8 H° + 2cos( S) ( – А, , + ho Ri, ;) 
+2сов( S) (hj ho Ry, + hh, Ri + ОВА Кад) 


-Zona S) (2npl + i») da, 


M S=S, >0 Н cos( So) «0 Bf, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : ЖЕ А, 40, A... 0, 


S a 
А, = 5 +2()۸+2( =, À, is =A, ,4 = =А,„,, =0, Н=0, ЖН 
0 1 0 - 0 1 0 D = D 
$ 1 0 0 = 0 я 0 -1 0 = 0 
Anyi = I 0 0 Ü ` А „= E" 0 0 0 = 0 
ооо = 0 po B = Q 


TE 10.28: 假设 x:M" 一 R"" 为 空间 形式 之 中 的 СР, uus 超 曲面 , 我 们 有 
0- [,-sin(s) IVSI? – 4п2ссов( S) Н? + 2cos( S) | DAI? 
+ 2nccos( S) S -2cos( S) S?  n/sin( S) Н? dv. 
E 10.29: (RI x: MR", p22 为 空间 形式 之 中 的 GD,, sin) T WE, 我 
们 有 
0 = |, -sin( S) IVSI? -4n?ccos( S) Н +2cos(S)|Dh|* + 2nccos( S)S + n°sin( S) Н 
-2cos( S) (N(A,As - A,A.) + (Ss) ) dv 
= [,-sin(s) IVSI? -4n^ccos( S) Н? +2cos(S) | Dh |2 
*2nccos( S) S + n? F( S) IP - 2n? cos( S) * 
-2cos( S) (N(A,Ag - A,A.) + (Sig)? * 2nS, H" H^) dv. 


定理 10.30: (RIE х: M' SR", pz2 为 空间 形式 之 中 的 Ср, an) TMH, 我 
们 有 


e° 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 H cos(S) zO Bf, 陈省身 类 型 估计 
I 为 
0>| —sin( S) IVSI? - An?ccos( S) Н? + 2cos( S) | Dh |? 


+2nccos( 5) 5 + n^sin( S) Н? -2(2 - y )eos(S)S° ds 
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У S=S,>0 H cos( $)) >0 BF, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, FEE A, + 


$, - 
0, A,,2750, Sosa) = S(n42)(n42) EE Н =0, 并 且 


0 1 0 ww 0 1 0 0 « 0 
1 оо. 0 0 -I 0 «= 0 
А = So 0 0 0 + OA -ys 0 0 O 0 
n+l 一 , ang = 
2 2 à 
0 0 0 - 0 0 0 0 - 0 


© 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 H cos( S) =0 时 , 陈省身 类 型 估计 
П 


0> | -sin(S) I VSI? -4n?ccos( S) А? +2cos(S) | Dh]? + 2пссоѕ(5) S 
+ п2віп(5) Н? – 2п2соѕ(5) Н* -2cos( S) (2прН? + (2 н) A 


M S=S, >0 Н cos(S,) >0 BF, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, FERE ALL = 


S = 
0, A... #0, Sasari = $(„+2)(п+2) => Н=0, 并 且 
1 0 0 0 0 0 
0 0 0 -1 0 0 
0 0 0 |, 0 0 0 
0 0 0 0 0 … 0 


e 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 H соѕ(5) <0 时 , 陈省身 类 型 估计 
I 为 


0< f -sin(S)IVSI? -4n°ccos( S) Н? +2cos( S) | Dh |2 
+2лесов(8)8 +n aint S) H* -202 = eos( 8) S° di 
M S=S, >0 Н соѕ(5,) «0 Н], 等 式 成 立 当 上 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, BEA, 天 


9 — 
0, A,.. 0, S(a+1)(n+1) = 5 +2)(n42) = H -0, 并 且 


2° 
D I бй 0 1 0 0 — 0 
J O Ө ~ p 0 -1 0 0 
So So 
Ane = 2 0 0 0 ed 0 , A. io - 2 0 0 0 0 


0 0 0 - 0 0 0 0 - 0 
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° 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 H cos(5) <0 BF, 陈省身 类 型 估计 
ПЖ 


0< [,-зп(5) IVSI? – 4п2ссов( 5) Н? +2cos( S) | Dh |° 
+2nccos(S)S +n2sin( S)H° —2n’cos(S)H* —2cos( S) (2npH° + (2 - 0") dv. 
4 S=S, >0 Н соѕ(5,) <0 Hf, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, BIER ALL 7 


S — 
0, Ао #0, S(n41)(n41) = 9602,2) (а+2) EE Н =0, 并 且 


6 1 Û = d 1 0 0 0 
i 0 Ó =» ð 0 -1 0 0 

So So 
4255 0. 0 ü = Thawte 0 % 0 
0 0 0 0 0 0 0 о 


e 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 B. cos( S) 20 Hf, 李 安 民 类 型 估计 
I 为 


0 = f -sin(S) IVSI? -An?ccos( S) Н? +2cos( S) | Dh |? 


+ 2nccos( S) S +n?2sin(S)H° —3cos(S)S*) dv. 
4 S=S, >0 Н cos(S,) >0 时 , 等 式 成 立 当 且 仅 当 : ABIRE ALL #0, А,,, 40, 


5 = 
Sarnin = б(азау(а+э) = 了 ， r =A,,,=°' =A,,, =0, H =0, 并 且 
l 0 = 0 1 0 0 += 0 
0 0 0 0 -1 0 0 
4/8 
0 0 0 |,4,..=7-0 0 0 0 
0 0 == 0 0 0 0 0 


e 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 H cos( S) 20 时 , 李 安 民 类 型 估计 
I A 


0< |, - sin (5) IVSI? -4n?ccos( S) Н? +2cos( S) | Dh |? 
+2nccos(S)S + n^sin( 5) Н? —2n°cos( S) H* —2cos( S) (2прН? +e) de 
M S=S, >0 Н соѕ(5,) >0 时 , 等 式 成 立 当 且 仅 当 : E A,,, 40, A,,, 40, 


S = 
Santari = 5,0,2) (а+2) =>, А =А„ 8 77 =А,,, =0, Н =0, #48 
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0 1 0 0 1 0 O 0 
1 0 0 0 0 -1 0 0 
So So 
Anr = 2 0 0 0 б ‚А = 2 0 0 P 0 
0 0 0 - 0 0 0 0 = 0 


© 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 H cos(S) x0 时 , 李 安民 类 型 估计 
I 为 


0< f,- sincs) I VSI -4n?ccos( S) H +2сов( S) | Dh |2 


+ 2nccos( S) S + n?sin( S) Н? —3cos( S) S? dv. 
4 S=S, >0 Н cos(S,) <0 Bf, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : EREA, 40, A... 40, 


S РА 
Sis) = $(һ+2)(а+2) ==, Аз =A,,4 =А,,, =0, Н =0, 并 且 
0 1] 0 … 0 1 0 Ü = 0 
1 0 0 … 0 0 -1 O 0 
So So 
Aust = Э) 0 0 0 теж 0 , A... = 2 0 0 0 0 
0 0 0 … 0 0 0 0 … 0 


* 原 流 形 为 空间 形式 , 余 维 数 大 于 等 于 2 H cos( S) <0 BJ, 李 安 民 类 型 估计 
П 


0< |, -sin(S) I VSI? —4п?ссов( S) Н? +2cos( S) | DAI? 
+2necos( 8) S+ n ein( S) Н? — 2n coal S)H* —2eos(S) (npl 3р?) dii 
当 S=S,>0 H cos(S,) <O FF, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : ЖЕ A,,, #0, A,,, 750, 


S — 
Suy = $0,2) (а+2) => Á, SA = =А,,, =0, Н =0, 并 且 
0 1 0 0 1 0 0 … 0 
1 0 0 0 0 -1 0 … 0 
So So 
А ,i = 2 0 0 0 … 0 | A= 2 0 0 0 … 0 
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第 11 章 单位 球面 中 的 间隙 现象 


本 章 我 们 依据 上 一 章 的 Simons 类 积分 不 等 式 讨论 单位 球面 之 中 CDa, p T-W 
形 的 间隙 现象 


11.1 GD,，" 子 流 形 的 间隙 现象 


对 于 СР, n FRE, FUR Simons AR, 我们 可 以 讨论 间隙 现象 
定理 11.1: 假设 x:M"-S""'(1) 为 单位 球面 之 中 的 GD,，,, 超 曲面 , 我们 有 
Us ЄЎ 1VS +2" (8) IDA + (F(S) -AF'(S)) i I 


-2F'(S)S(S -n) dv. 
特别 的 , 根据 函数 请 及 其 导数 的 符号 的 不 同 , 我 们 可 以 讨论 为 
1. 当 F'z0, F-4F'z0, F'>0 时 , 我 们 有 


|[,2#'(5)5(5 -п)4 = [,Е”(5) IVSI? -2F'(S) IDA +(F(S) -AF'(S)) 
n^ H dv. 

2. M F'z0, F-AF'z0, F”<0 时 , 我 们 有 

|,2#'(5)5(5 -n) -Е(8) 198124 = [2F (9 IDA + (F(S) -AF'(S)) 
n? H° dv. 

3. 4 F'20, F-AF' «0, FSO BF, 我 们 有 

|,2#'(5)5(5 - n) -(F(S) -AF'(S))mH dv = Wade 1VSI -2F'(8) 


LDhV. do. 
4. 4 F'Z0, F -AF' «0, F”<0 时 , 我 们 有 


|, 2FG)SG =n) -F (S)IVSI? -CF(S) -AF' (S) ) Éd = |, +2Ё'(5) 


IDh |` dv. 
5. 4 F' «0, F-4F'z0, F”>0 Б], 我们 有 


[,-2F'(5)S(S-2) -£F'"(S)IVSU + (FCS) -AF'( S) Jn? FH? dv 
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T i |, -2F'CS) Dh dv. 
6. 4 F' x0, F-AF'z0, F'<0 时 , 我 们 有 
| -2F (GSC -n) + (F(S) -AF' (S) )n!H? dv 


= f,- P'S) 1951 -2Е'(5)10һ\° do. 
7. ҶЕ'<0, F-4F'<0, F”>0 时 , 我 们 有 
[,-2F'(S)S( Sn) dv + F'CS) 1951 4 


= f- (FG) -4F'(S) ) n H -2F’(S)|DAI? dv. 
8. 4 F'«0, F-AF'«0, F”<0 时 , 我 们 有 
[,-2F(GsCG -0) dv 


- [,-F(G)ivsr - (FCS) -AF'(S) )n! H -2F' (S) | Dhl? do. 
9. 当 S =0 mt, 等 式 显然 成 立 ; Sen Bf, 等 式 为 
0 = |, 2F GO 1Dhl? + (FCn) -AF' (n) ) n! H? dv. 


定理 11. 2( 间隙 定理 ) : B x: M^ S" (1) 为 单位 球面 之 中 的 СР, Ж 
ii, 且 在 区 间 [0, n] ERZE F' >0, F-4F'>0, >0 且 0<5<n 时 ,我们 有 5S = 
OMA 5 =n. 前 者 为 全 测 地 超 曲面 , 后 者 为 特殊 的 Clifford Torus Cs 2). 

注释 11.1: 根据 Simons 积分 等 式 , 我 们 可 以 发 展 很 多 的 间隙 定理 , 上面 的 定 
理 是 我 们 以 定理 11.1 中 的 第 1 种 情形 为 例 发 展 得 到 的 , 实际 上 根据 其 余 的 式 子 
附加 一 些 条 件 同样 可 以 发 展 间 际 定理 , 在 此 略 去 。 

定理 11.3: 假设 x:M" 一 S"“?(1), pz2 为 单位 球面 之 中 的 Ср, r) T DE, 
F'(u) 大 0 时 ,陈省身 类 型 估计 I 为 


0z [POS IVSI? «2F'(S) IDDhV +(F(S) -AF'(S)) mm 


n 
-2e -bros ie. 
Р (p 
当 S=S,>0H F'(S,) >0 BF, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, BEA, x 


S — 
0, A,,2 750, SC eas) = 80.2) (а+2) =, Н =0, Н 


188 / 子 流 形 曲 率 模 长 的 间隙 现象 


0 1 0 0 1 0 0 0 
1 0 0 0 -1 0 0 
V5 So 
Anat = 2 0 * 0 , А = 2 ° 0 P 
0.0 О = 0 0 0 O = 0 


特别 的 ,根据 函数 下 及 其 导数 的 符号 的 不 同 , 我 们 可 以 讨论 为 
1. 4 F'z0, F-AF'z0, F”>0 时 , RITA 


1 S naue... 
| 2(2-— F875 1 | dp 
M p 2-— 
p 
> [FP IVSI? »2F'(S) IDAV + (F(S) -AF'(S) ) i Н? do. 
2. 4 F'z0, F-4F' >0, Е"<0 RF, 我 们 有 
1 | „Б _ 
[,2(2-—)F(S)s 1 |- F'(S)IVSI? do 
M p 2-— 
р 
> | 29) Іра? +(F(S) -AF'(S) ) n IP dv. 
3.4 F'20, F-AF' «0, F”>0 时 , 我 们 有 
1 S oH. =. 
[22 )F(S)S” > 1 |-(F(S) -4FCS) ) do 
P p 
> [,F'GS) IvSU +2Е'(5)1рһ\° do. 
4. 4 F'z0, F-4F’<0, Е"<0 时 , 我 们 有 


n 
ре press pa A eo ISI - (F(S) -AF(S) n! №? do 
p 


> | *2F' (S) LDA? do. 
M 


5. 当 5=0 时 , 不 等 式 变 等 式 ; MS-—HM, 不 等 式 为 
2 -一 
р 


о> | 2F' a LR + Е -4Е' Е ? H* do 
g M am i 2-— ü 
p 


定理 11.4( 间 隙 定理 ) : it x: M' S" (1), pz 2 为 单位 球面 之 中 的 
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n 
GD,, r) FRÉ, 在 区 间 | >t | ei F' >0, F -4F' >0, F >0 HO<S< 
P 


n 


г, 我 人 有 S =0 或 者 S = I. 前 者 为 全 测 地 子 流 形 , 后 者 为 Veronese 
2 p 2 = 
曲面 

注释 11.2: 根据 Simons 积分 等 式 , 我 们 可 以 发 展 很 多 的 间隙 定理 , 上 面 的 定 
理 是 我 们 以 定理 11.3 中 的 第 1 种 情形 为 例 发 展 得 到 的 , 实际 上 根据 其 余 的 式 子 
附加 一 些 条 件 同样 可 以 发 展 间隙 定 理 , 在 此 略 去 。 

定理 11.5: ÜR <: M'S (1), pz2 为 单位 球面 之 中 的 CDe, e FRE, 
F'(u) >0 时 ,陈省身 类 型 估计 工 为 


0z [FX IVSI? -2F'(S) IDA + (F(S) -AF'(S)) ii 


x 
р 


-2(2--)Р'(5)5(5- 1) +2n(1 ~ 7) P'(S)H QS -nk ) ё, 


р 
Щщ S=S, >0 B Е'(5,) >0 Н], 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, ЖА, 


$, — 
0, A,,, #9, See e = Sn +2( (n+2) EE H =0, 并 且 


0 1 0 … 0 1 0 0 0 
1 оо 0 0 -1 0 - 0 

5 So 
Lass 0 б Ó Орао 0 8 = 0 
ооо - 0 0 0 0 - 0 


特别 的 , 根据 函数 F RASA SA, 我 们 可 以 讨论 为 
1. 4 F'z0, F-4F'>0, Е”>0 BF, 我 们 有 

人 2(2 --—)Е'(5)5(5- E i 

M p 2 RR 


р 
> [ (S) VSI? »2F CS) Dhl? + (F(S) -4Е'(5))л?Ҥ 
+2п(1 - 7) P'(S) (28 - a) dv. 
2.4 F'20, F-4F’S0, F<O 时 ,我们 有 
[2G --—)'(5)5(5- ^ - F(S)IVSI2 dv 
M p 2 ES 
p 
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= L 2F’(S)|Dh\? + (F(S) -AF'(S))m H +2n(1 -Z F'(S)H QS =n) dv. 


3. 4 F' 20, F -AF' 0, F”>0 BF, 我 们 有 


(5) )п2Н? dv 


ت و وزو زد 20|[ 
М р 2‏ 


> [FG IVSI? -2F'(S) I Dh +2n(1 -IOFG)P (2S ан) dv. 
4. 4 F'z0, F-4F' <0, F”<0 时 , 我 们 有 
F(S)IVSI? - (F(S) -AF'(S) )n? F do 


| 2(2-+)F'(s)s(s-— 
М р 2 


р 
> L 2F'(S)IDhV^ +2п(1 LAM ile do. 


5. 4 SzO BJ, 不 等 式 变 等 式 ; 一 一 时 , 不 等 式 为 


ev 


) 正 (2 -nH ) dv. 


(2-+) (2-+) 
р р 


定理 11.6( 间 隙 定理 ) : BS х: M' S" (1), pz 2 为 单位 球面 之 中 的 


+2п(1--—)Е'( 
р 


р. FAX, epis vitare F-AF >0, '50H0«s« 


. 前 者 为 全 测 地 子 流 形 , 后 者 为 Veronese 


= | 


曲面 . 

注释 11.3: 根据 Simons 积分 等 式 , 我 们 可 以 发 展 很 多 的 间隙 定理 ， 上 面 的 定 
理 是 我 们 以 定理 11.5 中 的 第 1 种 情形 为 例 发 展 得 到 的 , 实际 上 根据 其 余 的 式 子 
附加 一 些 条 件 同样 可 以 发 展 间隙 定理 , 在 此 略 去 。 

定理 11.7: (BLUE x: M' S" (1), р22 为 单位 球面 之 中 的 CD, r) FRE, 
及 (u) 短 0 时 ， 陈 省 身 类 型 估计 工 为 


0x |, s) IVSI? +2F’(S) IDA + (F(S) -AF'(S)) m 
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n 
зае 5"; i. 
d Е: 
M 5=5,>0 Н F'(S,) <O RF, 等 式 成 立 当 上 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, ЖРА, 天 


S. = 
0, 4,979, S(n+1)(n+1) = $(„+ә)(а+2) =>, Н =0, 并 且 


0 1 0 = 0 1 0 0 - 0 
1 0 0 œ 0 0 -1 0 œ 0 

So So 
A32 0 0 0 us 0 Аеро 0 0 
0 0 0 … 0 0 0 0 :… 0 


特别 的 , 根据 函数 下 及 其 导数 的 符号 的 不 同 , 我 们 可 以 讨论 为 
1. 4 F’<0, F-4F'z0, F'z0O 时 , 我 们 有 


| 1 , Ë " | 7 2 
-2(2-—)F'(S)S 1 |-F'"(S)IVSI 
M p a? 


+ (F(S) -AF'(S) ) H w> [-2F (9) IDh.|2 do. 
2. M F' <0, F-AF'z0, F”<0 时 , 我 们 有 


1 e seil 
0-b тт -AF'(S) ) n! H dv 
p 


> |, =F (SJIVSI -2F'(S) 1DhI® do. 
<0, F-4F' <0, F"z0 BF, 我 们 有 


3. BF’ 
1 ڪڪ‎ 2 
а-к 2 Teres dv 
р = 


| p 


> | -2'9) IDA? - (F(S) -AF'( S) )п2Н? do. 
4. M4 F’<0, F-AF' x0, F"<0 时 , 我 们 有 


п 
ebr; т)» 
М р ИР 


> |-Fo IVSI? -2F'(S) IDA - (F(S) -AF'(S) ) n HP dv. 


n 


= 


5. 当 5 =0 if, 不 等 式 变 等 式 ; 当 5 = — np, 不 等 式 为 
2 


l 
p 
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E —n _ 
0< [irc oe (pa nat Jen dv. 
p p р 
定理 11.8 (间隙 定理 ) : fie x : M' OS S" (1), pz 2 为 单位 球面 之 中 的 


CD,, в T VE, 在 区 间 


n 
9, ; ibm F'«0, F-4F' <0, F <0 HO<S< 
p 


n 


, 我 人 有 5 =0 或 者 $= 一 -一 前 者 为 全 测 地 子 流 形 , 后 者 为 Veronese 


1 1 
Е: р 
曲面 . 

注释 11.4: 根据 Simons 积分 等 式 , 我 们 可 以 发 展 很 多 的 间 际 定理 ,上 面 的 定 
理 是 我 们 以 定理 11.7 中 第 4 种 情形 为 例 发 展 得 到 的 , 实际 上 根据 其 余 的 式 子 附 
加 一 些 条 件 同样 可 以 发 展 间隙 定理 , 在 此 略 去 。 

定理 11.9: (Б х: М"—5"* (1), р22 为 单位 球面 之 中 的 CD, р FRE, 
F'(u) <0 时 ,陈省身 类 型 估计 荆 为 


0< f F'CS) IVSI? +2F’(S) IDA + (F(S) -AF'(S)) n? H° 


~2F"(S)(2-+)s(s - — y +2n(1 - y P (S) P (28 - n?) do. 
p 71 р 


р 
4 S=S, >0 Н F'(S <O BF, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, ЖА, 天 


Ss, = 
О, A,,, 750, Sin = $(„+2)(л+2) => Н=0, 并 且 


1 Ü = 0 0 0 0 

0 0 -1 0 0 

Ans 0 0 0 A 0 0 
0 0 0 0 0 0 


特别 的 , 根据 函数 下 及 其 导数 的 符号 的 不 同 , 我 们 可 以 讨论 为 
1.4 F'<0, F-AF'z0, F"z0 时 , 我 们 有 


[,-2Ё'(5)(2 -二 )S(S- ^ J.F(S)IVSI? 
M р 71 


+(F(S) -AF'(S) ) n P dv 
z |, -2ғ'05)1рм? – 2п(1 -1)Р'(5) HP QS - nlf) dv. 
2. 4 F'z0, Е-4Е' 20, F'<0 时 , RNA 
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iF ) + (F(S) -4F'(S) Jn? H° dv 


[,-2Е'(5) (2-4) 8(8 - 

м р 2 
р 

> |, -F(S)IvSI* -2F'(S) IDhI? -2n(1 -#'(5)(25-п#) dii 


3. "4 F' «0, F -AF' «0, F”>0 时 , RIIH 


人 -28'(S) (2 -1)5(8- )+F(S)IVSI? dv 
M р "ERES 


р 
> [,- FO) -4F'(S))i P -2F'(S) DA -2n(1 -= F'(S)H QS -п#) dv. 
4. 4 F’<0, F-4F’<0, F"«0 BF, 我 们 有 
: 1 
人 -2 (S)(2 - Р 


> ]-Foco IVSI? - CF(S) -AF'(S)) n I? -2F'(S) IDA 


-2n(1 Lii -nH^) de. 


p 


tret Mab 
eser 


EH 11. 10 ( 间隙 定理 ) : [Eti x: M" S" "" (1), pz2 为 单位 球面 之 中 的 GD , r 

子 流 形 , 在 区 间 [0, — ЕЙ F’ «0, F-4F' «0, F" <0 Ң0<5<—"—-, Rf] 
p p 

AS =0 KH S = == 前 


р 

FER 11.5: 根据 Simons 积分 等 式 , 我 们 可 以 发 展 很 多 的 间 际 定理 , 上 面 的 定 
理 是 我 们 以 定理 11.9 中 的 第 4 种 情形 为 例 发 展 得 到 的 , 实际 上 根据 其 余 的 式 子 
附加 一 些 条 件 同 样 可 以 发 展 间 际 定理 , 在 此 略 去 。 

定理 11.11: (iz x: M'S""" (1), pz2 为 单位 球面 之 中 的 Ср, r FRE, 
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F'(u) >0 时 , 李 安民 类 型 估计 I 为 
0z [Po 1VS +2F’(S) IDhV + (F(S) -AF'(S)) im 
-3F'(S)S(S - 29) do. 


% S=S,>0 H F'(S,) >0 BF, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : EE A,,, 40, 4,,; 40, 
S 


SC +1)(а+1) = $(һ+2)(а+2) => Anas кые" =А,,, =0, Н =0, 并 且 
0 1 0 0 0 0 0 
5 1 о 0 0 -1 0 0 
А, = > 0 0 O 0 |, 0 0 
0 0 0 … 0 0 0 0 


特别 的 , 根据 函数 下 及 其 导数 的 符号 的 不 同 , 我 们 可 以 讨论 为 
1. 4 F'Z0, F-4F'>0, F”>0 时 , 我 们 有 


[,3ЕЁ'05)5(5 -22) de 

> [Fc 1VS «2F'(S) IDA + (F(S) -AF'(S) ) m B do. 
2. M4 F'z0, F-AF'z0, F"<0 时 , 我 们 有 

[ 3F'(S)S(s - 23) - F (S)1VSI? dv 

> 28108) IDhV +(F(S) -AF'(S) )n H° dv. 
3. 4 F' 20, F-AF' «0, F'z0 BF, 我 们 有 

[, 3Е'(5)5(5 -22) -(F(S) -AF'(S) )n2H do 

> [FC IVSI? +2F’(S) 11? dv. 
4.4 F’>0, F-4F' <0, Е"<0 时 , 我 们 有 


L 3F'(S)S(s - Z) -F'(S)IVSI? - (F(S) -AF'( S) )n?H? do 
> |, 2F'(S) IDhI* dv. 
5. "4S =0 时 ,不 等 式 变 等 式 ; 当 S = if, Жа 


о> | 2 (2 | Dh\? + (FD) -AF (£) )n HP. dv. 
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定理 11.12 (间隙 定理 ) : 假设 M" S (1), p >2 为 单位 球面 之 中 的 
GD,,. p TRDE, 在 区 间 [0, 29) EWE P >0, F-4F' >0, F >0 НО<52", R 


们 有 $=0 或 者 $= 他 前 者 为 全 测 地 子 流 形 , 后 者 为 Veronese 曲面 


注释 11.6: 根据 Simons 积分 等 式 , 我 们 可 以 发 展 很 多 的 间 隐 定理， 上 面 的 定 
理 是 我 们 以 定理 11.11 中 的 第 1 种 情形 为 例 发 展 得 到 的 , 实际 上 根据 其 余 的 式 子 
附加 一 些 条 件 同 样 可 以 发 展 间隙 定理 , 在 此 上 略 去 。 


定理 11.13: RS x: M" 5S" (1), pz2 为 单位 球面 之 中 的 CD, r FRE, 
F'(u) 20 i}, 李 安 民 类 型 估计 工 为 


02 [ FG) INSP + (FCS) -4F'(S) )n? H? +2F'(S) Dh? 
-3F'(S)S(S - ZË) +nF'(S)IP(2S —nH?) дь. 


M S28, >0 H F'(S,) >0 时 ， 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 矩阵 А ii #0, 2 #0, 


S E: 
S(n+1)(n41) = $(„+2)(а«+2) EE Аз =А,.4 = =A,., =0, H=0, 并 且 
0 1 0 0 1 0 0 … 0 
l 0 0 … 0 0 -1 0 0 
So So 
ANO E 0 0,475540 0 0 0 
0 0 0 … 0 0 0 0 == 0 


特别 的 , 根据 函数 下 及 其 导数 的 符号 的 不 同 , 我 们 可 以 讨论 为 
1. 4 F'z0, F-AF'z0, F”>0 it, 我 们 有 


[ ЗЕ'(5)5(5 -25 w> | F"CS) 1VS + (F(S) -4F’(S) )n?H? 


+2F'(S)|Dh\? +nF'(S)H?(2S - nif) do. 
2.4 F'z0, F-4F'>0, Е"<0 时 , RNA 


[, 3Ё'‹5)5(5 -?л) -F()IVSI? dv 
> | (FG) -4Е'(5))л?НЁ +2F' (S) Dh e nF'CS) P (28 п?) do. 
3. J F'20, Е-4Е'<0, P”>0 B, 我 们 有 


[ 3F'S)8CS - 22) -(F(S) -AF'(S) )n Ê дь 


> КМС IVSI! «2F'(S) IDA «nF'(S) (28 —nH’) dv. 
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4.4 F' 20, F-4F'<0, Е"<0 时 , 我们 有 
i 3F'(S)S(s -°7) -F'(S)IVSI - (F(S) -AF'( S) ) n Н do 
> |! 2F'(S) IDA? + nF'( S)! (28 — nH?) dv. 
5. 4 S=0 时 ,不 等 式 变 等 式 ; 当 $= 他 时 ,不等式 为 
о> |, (Fr) -4F(2) T FO IDA +k (EH (2 a - nif) dv. 
定理 11.14 (间隙 定理 ): Biz x: М" S" (1), p>2 为 单位 球面 之 中 的 
С, FUE, 在 区 间 [0, 22) EWE F >0, F-4F'>0, F >0 HO<S<, % 
们 有 S =0 RK S =. 前 者 为 全 测 地 子 流 形 , 后 者 为 Veronese 曲面 


注释 11.7: 根据 Simons 积分 等 式 , 我 们 可 以 发 展 很 多 的 间隙 定理 , 上 面 的 定 
理 是 我 们 以 定理 11.13 中 的 第 1 种 情形 为 例 发 展 得 到 的 , 实际 上 根据 其 余 的 式 子 
附加 一 些 条 件 同样 可 以 发 展 间隙 定理 , 在 此 略 去 。 


定理 11.15: 假设 x: M'AS" (1), pz2 为 单位 球面 之 中 的 СР, r TRE, 
F'(u) <0 时 ， 李 安民 类 型 估计 I A 


0x [FG IVSI? +2Е'(5) IDA + (F(S) -AF'(S)) n°? 
-3F'(S)S(S - 2) di 


4 S=S,>0H F’(S,) <0 BF, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : FEE A,,, 40, A... 40, 
S So 
( 


n+1)(n +1) = S(n42)(n+2) gs Ans =А,,4 = =A,,, =0, Н =0, 并 且 
0 1 0 … 0 1 0 0 … 0 
l 0 0 - 0 0 -1 0 … 0 
So 5, 
А = 2 0 ... 0 A 2 三 2 d а E ... " 
0 0 0 … 0 0 0 0 … 0 


特别 的 , 根据 函数 下 及 其 导数 的 符号 的 不 同 , 我 们 可 以 讨论 为 
1. 4 F'«0, F-AF'z0, F”>0 BF, 我 们 有 


[,-3Е'(5)5(5-°®) + F'(S)1VSI2 + (F(S) -4F'(S))n2H dv 


> | ~2F'(S)\DhI? do. 
M 
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2.4 F’<0, F -AF' >0, F”<0 BF, 我 们 有 
[,-3Ё'5)5(5 -25 + (F(S) —4Е'(5))п?Н? dv 


> [ -F(S) VSI? -2F S) DW dv. 
3.4 F’<0, Е-4Е'<0, F 20 时 , 我 们 有 
[,-3Ё'5)5(5 -7 + F (S)IVS| dv 


> [-2F(G) IDA! - (F(S) -AF'( S) ) n! H dv. 
4. M F' <0, F-AF'x0, F’SOW, 我 们 有 
[,-3Е'(5)5(5 - 9 do 


> #09) IVSI? -2F’(S)|Dh\l? - (F(S) -AF'(S) ) n Н dv. 
5. 45S =0 时 , 不等式 变 等 式 ; 当 S = 人 时 ,不 等 式 为 
o< | 2r (28) |Dhl? + (FP -AF (2) )n^ H do. 
定理 11.16 ( [8] БЕЙ): RI x: М" S" (1), p>2 为 单位 球面 之 中 的 
GD,, r FUE, 在 区 间 [0， 他] 上 满足 F' <0, F -AF! «0, Е”<0 Ho<s<, 我 


们 有 S =0 REST 前 者 为 全 测 地 子 流 形 , 后 者 为 Veronese 曲面 


注释 11.8: 根据 Simons 积分 等 式 , 我 们 可 以 发 展 很 多 的 间 孙 定理， 上面 的 定 
理 是 我 们 以 定理 11. 15 中 的 第 4 种 情形 为 例 发 展 得 到 的 , 实际 上 根据 其 余 的 式 子 
附加 一 些 条 件 同 样 可 以 发 展 间隙 定理 , 在 此 略 去 。 

定理 11.17: {йй x: MS" (1), pz2 为 单位 球面 之 中 的 CD r РИК, 
F'(u) <0 时 ,， 李 安民 类 型 估计 工 为 


0= [FG IVSI? +(F(S) -4F’(S) )n?H? +2F'(S) Dh |° 
-3F'(S)8CS - 47) t nF'( S) (2S —nH’) dv. 


M S=S, >0 H F'(S,) <0 BF, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : ЖЕРЕ A, 40, A... #0, 
So 
2 , 


S6 ay) =$(„+әу(а+2) А.з =А, 4 0n =A,,, =0, H=0, 并 且 
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0 1 0 0 L © 9 0 
1 0 0 0 0 -1 0 0 
S 
А Р 0 0 0 TNCS 0 0 0 
000 0 0 0 0 + 0 


特别 的 ,根据 函数 下 及 其 导数 的 符号 的 不 同 , 我 们 可 以 讨论 为 
1. 4 F' <0, F-4F'>0, F”>0 时 , 我 们 有 


[,-3Е'(5)5(5 - 28) £F(S)IVSI + (F(S) -AF'(S) ) n H° dv 


> [ -2F'(S) Dh? -nFCS) P (25 пн?) dv. 
2.  F' «0, F -AF' >0, F”<0 时 , 我 们 有 

[,-3#'(5)5(5 - 29) +(F(S) -AF'(S) Jn? E dv 

> [ - (S) 1VSI2 -2F7(S) Dh? -nF'(S) (25 nH) do. 
3. 当 F' «0, F-4F'<0, F'20 i}, 我 们 有 

[5r Gosc -7 + F'(S) I VSI? dv 


> [ - (F(S) -4F' CS) )n? H? -2F (S) DM - nF' (S) Н (28 - пн?) dv. 
4. % Е'<0, F -AF' «0, F'«0 nj, 我 们 有 
[,-3ЕЁ'(5)5(5 - 29) do 
> [-FcG IVSI? —(F(S) -AF'(S) )n2H? dv 
-2F'(S)I DAV - nF'(S) (28 - ni) dv. 
5. 4 S=0 Bf, 不 等 式 变 等 式 ; 当 $ =, KERA 
o< |, (FCR) -AF (E) f 2r D) IDA? +k uro 2 а) du 
定理 11.18 (间隙 定理 ) : I х: M" S""(1), pz2 为 单位 球面 之 中 的 
С, n FUE, 在 区 间 [0, TEWE F <0, F-4F' «0, F «0 HO<S<™, R 
们 有 5 =0 RE S= 前 者 为 全 测 地 子 流 形 , 后 者 为 Veronese 曲面 


注释 11.9: 根据 Simons 积分 等 式 , 我 们 可 以 发 展 很 多 的 间隙 定理 ,上 面 的 定 
理 是 我 们 以 定理 11. 17 中 的 第 4 种 情形 为 例 发 展 得 到 的 , 实际 上 根据 其 余 的 式 子 
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附加 一 些 条 件 同样 可 以 发 展 间隙 定理 , 在 此 略 去 。 


11.2 GD n, ,于 流 形 的 间隙 现象 


对 于 GD, РЈ, 利用 Simons 公式 ,我们 可 以 讨论 间隙 现象 。 
定义 11.1: 我 们 定义 如 下 间隙 函数 为 


函数 g(,1,,) 为 
п? n 2 
nere ftn ero - 8nt 
Fai, )U) = 2 r ,г320,1220; 
PR Baai oA 
n? nm 2 
2r 2r 
Eau, -) (t) = 2 rz:0,:z20; 
函数 B np, r ch, Ii) pz2 为 
п п? п n? 2 8n? 
Tii 0 M— р ro) AT E 
کے‎ A(2-—j 2-5 of2—-—) 2-4 
_ Pp Pp N | Pp 
Варе, +) (t) = 2 P Р ， 
rz0,tz0; 
函数 B (n,p,r,ch,I, =) ‚Р>2 为 
2 
п * n 
2-Ll 22-4) 
E (n,p,r,ch,!, =) (t) = 
r4#0,t>0; 


函数 E (п,р,г,сһП, +) P >2 为 


E (n p,r.ch,ll, *) (t) = 


n? +4nr(1 „з 
AL E 
+ t+ 
کو‎ 92-1) 
= Ë C — =Ë 


r#0,t2=0; 
函数 B (n,p,r.ch,H, -) pz2 为 


& (n,p,r.ch,Il, =) (t) = 
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л адан) 2aAm(1---) ° DV +®% 
" a А = 
d i ^" deut i, 4 1 
2-— 2r(2 -—) 2-— 2r(2 -一 ) 2 -一 
2 S 


r#0,t>0; 
函数 B (n,p.r,li,L, *) pz2 为 


&(п.р,г. I, +) (t) a ныб, 
函数 &(n,p,r,li, 1, -) ,р222 为 


2п n, ETLE 16n” 
Ёар, -) (6) 23 3r ۷ 2 ir 20,120; 


函数 & (п,р,г. I, +) Dp z2 为 


2n m +2пг 2n n+2nr 4n’t +16n?t 
一 十 一 一 一 一 / (== + 一 一 一 一 中 一 一 一 
3 3r 3 3r 3 

E (n,p.r,li,II, *) (t) = 2 , 


rz 0,tz0; 
函数 &(n,p,r,li,H, -) ,P >2 为 
2п NS +2пг EC n^ +2пг “ _4 +16n’t 


a ae ПЫ Ыы 3 
Enp rtin, =) (0) = 2 : 


r4#0,t>0; 
定理 11.19: (Ei х:М"—5"*! (1) HERZ PAY GD,, E HH REEL (Mr) 
eT, UT» 740, RITA 


[, 2/87 Geass o HEY) (S цаа, DP) do 
= fe -1)s21 vs +2rS'~" | Dhl? do 


ЖЕШ 11. 20 ( 间隙 定理 ) : BI х: M" S" (1) 为 单位 球面 之 中 的 极 小 的 
GD. ) 超 曲面 且 (M,r) e T, UT ,,г21, IO Sn, RNE S =0 MH S = п, 
对 于 前 者 是 全 测 地 超 曲面 ,对 于 后 者 是 特殊 的 Clifford Torus C» 2) o 

注释 11.10: 通过 对 间隙 函数 gw,) 更 加 精细 的 讨论 ,我 们 可 以 发 展 更 精密 
的 间隙 定理 。 

定理 11.21: [BUE x: M' 5S (1) ,pz2 为 单位 球面 之 中 的 CD FRI Н. 
(M,r) eT, ,r >0 Kê (M,r) eT, 时 ,陈省身 类 型 估计 I 为 
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Í ere 
|, 20 7598 Gua o DP) G uai, DP) Ф 


> [г(т-1)57®1у51 42rS'^' | DR? do. 
M S=S,>0 A(M,r) eT, 1,r>0 或 者 (M,r) e T, ,时 ,等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 


S, 一 
AEBUS 2 ,矩阵 A, £0 ,4, .2 70,80, 50.0 = 55.200 => H=0,3: B 
0 1 0 + 0 0 0 0 
ç 1 0 O 0 -1 0 0 
A... = 0 0 0 0 |,A 0 … 0 
0 0 0 … 0 0 0 - 0 


定理 11.22: 假设 x:M SS" (1), pz2 为 单位 球面 之 中 的 GD., FRE H. 
(M,r) eT, ,r >0 AM, г) eT, 时 ,陈省身 类 型 估计 工 为 


Lo 
L Mer o "(8 eina ma Л СЕРИИ UE Y) dv 
> [rir-Ds71vst* «2797 1Dhl? dv. 
4 S=S, >0 H(M,r) eT, ,r»0 A CM,r) e T, ,BF ERRANAK: Z 


S, 一 
维 数 为 2 ,矩阵 A, i FO Ase 750,5, etsi) = $(„+2)(а+2) => H=0,3:B 
0 1 0 … 0 1 0 0 0 
1 0 0 … 0 0 -1 0 … 0 
5, 5, 
Aa: 2 0 " 0 0 |,A,.2 = 2 0 0 N 
0 0 0 °“ 0 0 0 0 … 0 


EH 11. 23 ( 间隙 定理 ) : Bi x: M" S" (1) , pz2 为 单位 球面 之 中 的 极 小 


的 GD,, FUE B (M,r) eT, ,,r>1 或 者 (M,r) e T, AY, INF OS — г, RN 
2 Ep 
p 
有 3S=0 或 者 S= 一 | 。 对 于 前 者 是 全 测 地 子 流 形 , 对 于 后 者 是 Veronese 曲面 。 


ЕЈ 
定理 11.24: 假设 x:M 一 3 (1), pz2 为 单位 球面 之 中 的 GD ., FOE B. 
(M,r) sTir<0 时 ,陈省身 类 型 估计 工 为 


lu 
= 2r(2 -STCS -Eginoren UP) (5 ura, S CP) do 
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> L -r(r-1)S'21VS|2 -2rS | Dh |? do. 
"M 5=5,>0 B(M,r)eT,,,r <O BF, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, Ж 


S —› 
A,,1750, А2 #0, S¢n41)(n41) = Sn 42)(n 42) EE H -0, 并 且 
0 1 0 … 0 0 0 0 
$ 1 0 0 … 0 -1 0 0 
Aust = F 0 0 0 cis 0 ‚ Аһ = 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 


EH 11.25: [Riz х:М"—5"°*(1),р>2 为 单位 球面 之 中 的 CD), FRE Н. 
(M,r) sThr<0 时 ,陈省身 类 型 估计 工 为 


E 
|, Mens "(S — ga L СН) 5—8, 


> É -r(r-1)S ?1VSV? —2r8’"" | Dh |? dv. 
4S=S,>0A(M,r)eT,,, г<0 时, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, 矩阵 


S = 
A,., 40, A,,2 #0, Sn41)(n41) = $0 .2)(n«2) =>, =0, 并 且 
0 1 0 … 0 1 0 0 0 
1 0 0 … 0 0 -1 0 0 
So So 
0 0 0 … 0 0 0 0 0 


定理 11.26: BS x: M' S" "" (1), pz2 为 单位 球面 之 中 的 GD, T RUE H. 
(M,r)eT,,, r>0 RA(M,r) e T, NW, 李 安 民 类 型 估计 LO 


|, a(S = кү oes VCS = rar y UE D) dv 
> | r(r-1)S71VS1? «2797 I Dh? dv. 
M S=S, >0 H(M,r) ET, r >0 或 者 (M,r) € Т, ‚Е, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 


矩阵 A,,, 20, A,.2 #0, Snr1) atl) = $0,2) (n+2) = 


Ee 


, A s =А,,4 ыы =А,,, =0, 


H=0, 并 且 
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0 1 0 ‘= 0 i 0 0 e D 
1 0 0 0 0 -1 0 0 

S VS 
A... = а 0 0 O 0 |, 4,,; = ^ 0 O0 6 0 
0.0 0 0 0 0 0 - 0 


定理 11.27: (Bit x: M' SS" (1), pz2 为 单位 球面 之 中 的 6D,, FE H. 
(M,r)e T, | .r»0 或 者 (M ,7) eT, AY, 李 安 民 类 型 估计 IA 


| 3787 CS - a. „ил. CP) (5 = TE HP) ) de 
> [у(т-1)57%1ў951 +2г58'7!1ЮҺ\? дь. 


4 S=S,>0H(M,r)eT,,, r>0 (М, г) es 了 时, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 
$ 


和 矩阵 Ans 40,A, 2 70, S (41) (ағ) = S¢n42)(n42) => Anes = A,,4 = An +p =0, H 
=0, 并 且 
0 1 0 0 1 0 0 0 
1 0 0 0 -1 0 0 
S S 
A, 0 0 0 0 FECE 0 0 0 
В 2 . 2 
0 0 0 0 0 0 0 == 0 


定理 11.28 ( 间隙 定理 ) : 假设 x:M S" (1), p>2 为 单位 球面 之 中 的 极 小 
的 CD,，,) 子 流 形 且 (M, г) eT, ,, r>1 (М, г) e T, FF, ШЖ 0<s<%, 我 


们 有 S =0 或 者 $ = 他。 对 于 前 者 是 全 测 地 子 流 形 ,对 于 后 者 是 Veronese 曲面 。 


定理 11.29; 假设 x:M 一 3$ (1), pz2 为 单位 球面 之 中 的 GD,, s T UE BL 
(M,r) eT, ,,r«O 时 , 李 安 民 类 型 估计 IA 


|, = 39S" (S = gu, prina) UE) = gu erar S (ID )) de 
> I, -r(r -1)S' ?1VvSI? -2rS | Dhl? dv. 
M SES, »0 H(M,r)e Tii, r«0 Hf, 等 式 成 立 当 有 上 且 仅 当 : 矩阵 A, 750, 


S = 
A... 0, Sas (0+0) = 8 42)(n +2) EE А.з =А,,4 = =А,,, =0, Н =0, 并 且 
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0 1 0 0 0 0 0 

1 0 0 -1 0 0 

А = = 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 


EH 11.30: [Brit x: M'S""" (1), pz2 为 单位 球面 之 中 的 CD s FRBA 
(M,r) eT, ,r <0 Hf, 李 安 民 类 型 估计 工 为 


Ј - 328 G £o e UP) G Eo DP) do 
> |р -r(r -1)S?1vSI? – 275" | Dhl? dv. 
MOSES, >0 H(M,r) e Tiis r<0 时 ， 等 式 成 立 当 且 仅 当 ， 矩阵 Anai #0, 


S + 
А„„›55=0, Sisi) = 50242) (а+2) E Ansa =А :4 ==" =А,,, =0, Н =0, 并 且 


0 1 0 - 0 t O Ü = 0 
1 0 0 - 0 0 -1 0 … 0 
5 So 
Ansi = 2 0 0 2 0 , A, ;2 - 2 и Е ‘ em А 
0 0 0 = 0 0 0 0 0 


11.3 GD,, e TRIE RAR 


对 于 CD. FUE, 利用 Simons AR, 我 们 可 以 讨论 间隙 现象 。 
定义 11.2: 我 们 定义 一 些 间 隙 函数 


PRX onic, +) AJ 
n + Vn -6nt 
Einige, +) (t) = MN. 

函数 ge -) 为 


= ут -6m 


п 
Eine, -) (0) =” НЕ. 
函数 B (п.р.Е,сћ.1, +) ,р222 为 


E (n p, E ch, I, +) CE) == 9 ‚=; 


PRL E (n,p.E.ch,l, -) Pp 三 2 为 
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PR BX B (n.p, E,ch,ll, *) P z2 为 


Etap Eh, +) (t) = 


2 
2n(1 WE 2п(1 mI 4n’ (1 -tyf +6п?ї 
+ t+ |( + t) -— P 
Bet t pio gl pud. 
p c LIB р. .__ р ll 
2 9 
t>0; 


函数 B (n,p.E,ch,Il, -) ,p>2 为 
8 (n,p,E,ch,ll, =) (£) = 


1 


2n(l-—) 
+ 
T E А 
p P 


120; 


PRIX € (n,p, Eli I, +)9P >2 为 


2 
Елш, +) CE) =— з 
РАЖ B (np,E,li,l, -) ,pz2 为 
= = (2% —4n’t 
Ep E i1, -) (0) = 2 ,U20; 
函数 mu uu +) P22 为 
2n 2n, , (2n 2n _4n + 12n°t 
3 3 3 3 3 
E (n,p, Eli, +) (t) = 2 ,t>0; 
PRI Son pein, -) P22 A 
2n 2n, _ (21 EUN Ant *12n't 
3 3 3 3 3 
É (np E i tt, =) (t) B mec erp ge ee ne ovg =Q 


定理 11.31: 假设 x: M 55" (1) 为 单位 球面 之 中 的 CDe НТ, 我 们 有 
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[28S 7&2 (CS -gs (1H)) = [,e°C1VSI? +2101?) d. 


定理 11.32( 间隙 定理 ) : 假设 x:M" 一 S"*'(1) 为 单位 球面 之 中 的 极 小 CD, us 
超 曲面 , 如 果 0<5<n, 我 们 有 5=0 或 者 5=n。 前 者 为 全 测 地 超 曲 面 , 后 者 为 特 
WR Clifford Torus Cis, 4). 


定理 11.33: 假设 x:M 一 3$ (1), pz2 为 单位 球面 之 中 的 GD , ву f W. , BR 
省 身 类 型 估计 бул 


1 
[2% -万 )e CS -Bengen o UP) (5 вава, S CP) dv 
> [vs 42e5 | Dh |2 do 
M 
当 S=S,>0 时 ,等 式 成 立 当 且 仅 当 : RAMA 2, 矩阵 ALL #0, A... 70, 


S -+ 
$(а+1)(а+1) = S(n42)(n 42) DE Н =0, 并 且 


0 1 0 … 0 1 0 0 0 
1 0 0 0 0 -1 0 0 

CA So 
4,8740 € 0 0 |, A. =75-| 0 0 0 
ооо … 0 0 0 0 … 0 


定理 11.34: (Bik х: M'—S"*P(1), p>2 为 单位 球面 之 中 的 GD - FRE, 
陈省身 类 型 估计 工 为 


1 
f, 22 7,9 € (SE, prea.) UE) (5 -Beam DP) dv 
> [evs +2e5 | Dh? dv 
M 
M S=S,>0 时 ,等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, 和 矩阵 ALL 40, A... 0, 


S. s 
S(a+1)(n+1) = Sn 42)(n42) =. Н =0, 并 且 


0 1 O 0 i 0 0 … 0 

1 0 0 … 0 0 -1 0 … 0 

A... = So 0 0 0 0 |, 4 „= So 0 0 O 0 
n+l 一 2 , n+2 — 2 

0 0 0 - 0 ооо. 0 


定理 11.35( 间隙 定理 ) : [BE SM" SS" (1), pz2 为 单位 球面 之 中 的 极 小 
GD. o TUE, 如 果 0<5< 一 "于, 我 人 有 5 =0 或 者 $= 一 一。 前 者 为 全 测 地 
p (P 
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超 曲面 ， 后 者 为 Veronese 曲面 。 
定理 11.36: (Б x: M' SS" (1), pz2 为 单位 球面 之 中 的 GD,, ь Y OE, 
李 安民 类 型 估计 I 


| 36905 ава a 0P) MS eau E _)(H’)) dv 
> |e IVS «2e DI dv 
м 
M 5 = 8, > 0 时 ， 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 和 矩阵 Ans, #0, A,,,750, Sis) = 


S = 
S (n+2) (n+2) = 了 ， A 5 =А ы аз =А,,, =0, Н =0, 并 且 
0 1 0 - 0 1 0 0 - 0 
1 0 0 - 0 0 -1 0 = 0 
Ак = So 0 0 0 -- 0 А, = So 0 0 -- 0 
n+l 7 2 , n+2 一 2 
0 0 0 0 ооо. 0 


定理 11.37: [Bit x: M'SS"" (1), pz2 为 单位 球面 之 中 的 GD - ЕЙР, 
李 安 民 类 型 估计 工 为 


L 3e'(S-&,, », E, li, H, егт _)(H’)) dv 
> |e vs 2e? | Dh |2 do 
м 
4 S=S, >0 时 , 等 式 成 立 当 且 仅 当 : MEAL. 0, A... #0, Saras = 


S = 
S(n+2)(n42) EE Anas =A, 44 و‎ =A,., =0, H -0, 并 且 
Ü Li Ü s 0 0 0 0 
ç 1 0 0 … 0 =Í O owe d 
A... = = 0 0 0 - 0 0 - 0 
0 0 0 0 0 0 - 0 


定理 11.38( 间隙 定理 ) : 假设 MS" (0) , p>2 为 单位 球面 之 中 的 极 小 
CDe TOU, ШЖ 0521, RIH 5 =0 或 者 S= 他。 前 者 为 全 测 地 超 曲面 ， 


后 者 为 Veronese 曲面 。 
注释 11.11: 前 面 的 间隙 定理 附加 了 极 小 的 条 件 , 实际 上 根据 间隙 函数 
Bin. p, E ch, 1, +) 等 的 性 质 , 可 以 发 展 更 精细 的 间隙 定理 。 
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11.4 GD,, iow 子 流 形 的 间 际 现象 


对 于 Ср, tog) T WE, 利用 Simons 公式 , 我 们 可 以 讨论 间 际 现象 。 
定理 11.39: 假设 *:M" 一 5"*'(1) 为 单位 球面 之 中 的 没有 测 地 点 的 GD „Ж 
曲面 , 我 们 有 
0= La —liygj 9 ge + 2 | Dhl? +2n —2S + n’log( S) F do. 
定理 11.40( 间隙 定理 ) : MEME 
的 极 小 的 СР, og, EHH, AR O<S<n, RIIH S=0 或 者 S =mn。 对 于 前 者 是 全 
测 地 超 曲面 ,对 于 后 者 是 特殊 的 Clifford Torus Сү» 4, o 
定理 11. 41: В x iM >S (1), p >2 为 单位 球面 之 中 没有 测 地 点 的 
Ср, РАЈЕ, 陈省身 类 型 估计 工 为 
о> | x Ivsi? inan + 10А? +2n e r'log(S) IP -2(2 -Ls TS 


当 S=S,>0 时 ,等 式 成 立 当 上 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, BER ALL #0, A... 70, 


S. = 
S(a+1)(a+1) = $0 +2()۸+2( =5, Н =0, Н 
0 1 0 0 1 0 0 0 
1 0 0 0 0 -1 0 0 
So So 
Ao) = 2 0 0 Ü en: EE 2 0 0 0 
0 0 0 … 0 0 0 0 … 0 


定理 11. 42: 假设 x : M' 5S" (1), pz 2 为 单位 球面 之 中 没有 测 地 点 的 
GD,, мы) T TUE , diii X: II 2g 


= 2 , 2 2 2 2 2n 
02] "rs livsi E +ç | Dhl +2n +n log(S)H rx 


EON -2n(1 узн не) 4. 
S p p p 
M $=5,>0 时 ,等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, ЖЕЕ A... 40, A... ¥0, 


S ¿+ 
0 
See nD = $(„+2)(а+2) 72" Н =0, Jf R. 
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0 0 0 1 0 0 0 
1 0 0 0 -1 0 0 

5 JS 
is 1/0 0 0 0|4,,-3,70 0 0 0 
ооо 0 0.0 о » O 


定理 11.43. p pi NE 
小 的 GD,, ы) T WE, WRO<SS 对 于 前 者 


2- 2 TT 
p p 
是 全 测 地 子 流 形 , 对 于 后 者 是 Veronese 曲面 。 
定理 11. 44: Б х: M'S (1), pz2 为 单位 球面 之 中 没有 测 地 点 的 
GD,, РР, FERRARE I 为 


0= 195° - ima + Dhl? 2n &n'log( S) -38 do. 
a S=, >0 AY, Ax LM BD M: FERE Anai #0, А. 750, Sasari) = 
S — 
Sinon 735 Anes 24,4 277 24,70, H =0, ЖА 
1 0 - 0 1 0 0 0 
0 0 0 z0 -1 0 0 
0 0 0 |, 4,,, = ^m 0 0 e 0 
0 0 - 0 0 0 0 - 0 


定理 11. 45: 假设 x: M sS" (1), pz 2 为 单位 球面 之 中 没有 测 地 点 的 
GD,, w FW, Feng IL 


0«[ < 210$ _ =н “HP «DADA +2n en log (S) IP. -ZEH 
-2(38" nS = HF) дь. 
4 5=5,>0 BF, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 矩阵 A, 20, 4,50, Sainan = 
Son +2) (n+2) =>, A, s A4 77 74,20, H=0, 并 且 
0 1 0 0 1 0 O 0 
S 0 0 0 510 -1 0 0 
Aya 975 4 0 0 |, 4,,, = 5 0 0 0 0 


210 / 子 流 形 曲率 模 长 的 间 阶 现象 
定理 11.46( REE) : EE a: M" OS" (0) , р>=2 为 单位 球面 之 中 的 没有 
测 地 点 的 极 小 的 CDa, w FUE, 如 果 0<S< 亿 ,我 们 有 S=0 RH s=“, ADT 


前 者 是 全 测 地 子 流 形 , 对 于 后 者 是 Veronese 曲面 。 
注释 11.12: 仔细 讨论 Ср, 1%) 子 流 形 的 Simons 不 等 式 , 可 以 得 到 更 加 精密 
的 间隙 定理 。 


11.5 GD 由 子 流 形 的 间隙 现象 


对 于 GD,, an) FUE, 利用 Simons AR, 我 们 可 以 讨论 间 院 现象 。 
EHE 11.47: 假设 x:M" 一 S"* (1) 为 单位 球面 之 中 的 СР, „ЖН, 我 们 有 
0 = [| -sin(3) IVSI? +2cos(S) I RhV + (sin( S) -4cos( S) ) n’ H° 


-2cos( S) S(S - n) dr. 
定理 11.48: (BUE x: M" SS" (1), pz2 为 单位 球面 之 中 的 GD on a.) TAE, 
H cos( S) zO 时 ,陈省身 类 型 估计 IN 


о> [ -sin(s) IVSI? -4n?cos( S) H +2cos( S) | Dh |° 
+ 2псоѕ(5) 5 + п2ѕіп(5) А? -2(2 -—)е%(5)$ dv. 
当 S=S, >0 Н cos(S,) >0 BF, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, ЖРА, A 


5 =š 
О, A,..40, Sin41)(n41) = S +2( )۸+2( => Н =0, НҢ 


ото O0 1 0 о. 0 
l 0 0 = 0 0 -1 0 = 0 
So So 
Ana = 2 м ° a nin А ‚„А,.2 = 2. 0 0 Te 0 
0 о 0 - 0 о 0 0 0 


定理 11.49: 假设 x: M' SS"? (1), pz2 为 单位 球面 之 中 的 GD. . f W 
JÉ, Н cos( S) z0 时 ,陈省身 类 型 估计 工 为 
0> | -sin(5) I VSI? - An?cos( S) Н? +2cos( S) | Dh |° 
+ 2ncos( S) S + n^sin( S) А? -2n!cos( S) Н“ 
-2cos( S) ((2 18° -2n(1 --L) SH - Ht) de. 
p p p 


M S=S, >0 Н cos(S,) >0 Bf, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, Ж: A, = 
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S = 
О, A,,, #0, S(n+1)(n+1) = 8 +2()۸+2( =>, Н =0, 并 且 
0 1 O 0 1 0 O 0 
1 0 0 0 0 -1 0 0 
A... = 30 9 0 0 0 |, 4 -vs| م‎ 0 0 0 
ad]. , n*2 一 
2 2 
0 0 0 - 0 0 0 0 - 0 


EH 11.50: (Bit x: MS" (1), pz2 为 单位 球面 之 中 的 GD,,,,) 子 流 形 ， 
Н cos( S) <0 Rf, 陈省身 类 型 估计 I 为 


0< f -sin(S) I VSI? -An?cos( S) Н? +2cos( S) | Dh |° 
+2ncos(S)S + nsin( S) А? -2(2 ~ y )eos(8)S° dv. 


Ңң S=S, >0 Н cos(S,) <0 时, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, FERE ALL A 


S 
О, А,,,20, S(n+t)(n41) = $(„+2)(а+2) 
0 T 0 0 0 0 
1 о Q -1 0 0 
So 
Аы=® |0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 


定理 11.51: 假设 x:M" 一 S"*?(1), pz2 为 单位 球面 之 中 的 GD ., sn) FUME, 
H cos(S) <0 时 ,陈省身 类 型 估计 工 为 


0< f,- sincs) IVSI* —4п?соз( S) H +2сов( S) | Dhl? 
+2ncos(S)S +n’sin(S)H? – 2п2соѕ(5) Н" 
2 
_2соз(5) ((2 -+) s? -2n(1 - Es? - =H") do. 
р р р 


M S=S, >0 Н cos(S,) <0 BF, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 余 维 数 为 2, 矩阵 A, 天 
Š 


О, A,,, 750, SC (Qs) = $(һ+2)(»+2) = 了 本， H=0, 并 且 
0 1 0 … 0 1 0 0 … 0 
1 0 0 0 0 -1 O0 0 
_ 8 _ 8o 
Mas lB 0 0 0,447550 0 0 0 
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定理 11.52: [BUE x: MS" (1), pz2 为 单位 球面 之 中 的 CD sin) FOE, 
Н cos( S) zO Hf, 李 安 民 类 型 估计 工 为 
0 = f -sin(3) I VSI? —-4п?соз( S) Н? +2cos( S) | Dhl? 


+2ncos(S)S + п25іп(5) А? -3cos(S)S’) dv. 
M S=S, >0 Н cos(S,) >0 时 , 等 式 成 立 当 且 仅 当 : ЖЕ A,,, 750, A... 40, 


S = 
$(а+1)(а+1) = S(n+2)(n+2) EE Аһ = =А„,, =0, H=0, 并 且 
0 1 0 о 1 0 0 … 0 
l оо. 0 0 -1 0 … 0 
A -vs 0 0 0 оа оер g & б 
n+l 一 2 , n+2 一 2 | à | . 
0 0 0 … 0 0 0 0 … 0 


定理 11.53: (Б x: MS" (1), pz2 为 单位 球面 之 中 的 CD sin) T OE, 
Н cos( S) =0 时 , 李 安 民 类 型 估计 工 为 
0< |, i(5) IVSI? –4п2соѕ( S) Н? +2cos( S) | Dh |? 
*2ncos( S) S + n°sin( S) H° -2n^cos( S) H° 
-So S) (is - aS? „эз fi 


M S=S, >0 H соѕ(5,) >O AY, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : EE A,,, 40, А,,, #0, 


S 一 
Saas = Sçer+2)(n+2) =>, An. 277 =A,,, =0, Н =0, 并 且 
0 1 O0 0 1 0 0 = 0 
l 0 0 … 0 0 -1 0 °“ 0 
Sp So 
A es 0 0 0 Ане 0 0 о — 0 
0 0 0 … 0 0 0 0 … 0 


定理 11.54: BS x :M"—S""(1), p=2 为 单位 球面 之 中 的 GD ain) FRE, 
H cos(S) <O Н], 李 安 民 类 型 估计 工 为 
0< f,- sincs) IVSI2 -4n?cos( S) Н +2сов( S) | Dhl? 


+2ncos( S) S + n?sin( S) Н? -3cos( S) S? dv. 
M S=S, >0 Н соѕ(5,) <0 Hf, 等 式 成 立 当 且 仅 当 : EE A, ,1 #0, A,,, 750, 


S = е. А 
(п+1) (п+1) 7 У (п+2) (п+2) 一 9 , n+3 


= =A, =0, H=0, 并 且 
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0 … 0 和 

0 0 … 0 z 0 -1 0 … 0 

А ыч 0 0 0 |, А, = y 0 0 0 - 0 
0 0 - 0 0 0 0 - 0 


定理 11.55: (Bi x: M'S" (1), pz2 为 单位 球面 之 中 的 GD on an) fF UE, 
Н cos(S) <0 Hj, 李 安 民 类 型 估计 工 为 


0< -sin(s) I VSI? —4n?cos(S) Н? +2cos(S) | DAI? 
+2ncos(S)S +n’sin(S)H? - 2n/cos( S) Н“ 
2 
-2cos(5) (2-8 -nSIP - T.H) dh. 


M S=S,>0 Н cos($,) <0 时 , 等 式 成 立 当 且 仅 当 : 和 矩阵 A,. 70, A,,, 40, 


S 一 
+1)» = 8042) (а+2) =, А аз ee =A,,, =0, Н=0, 并 且 

ото. 0 1 0 0 … 0 
1 о 0 0 1 O 0 

S NA 
A. = 0 0 0 0 ,4,,2—2|0 0 0 

2 2 
0 0 Ө = Ü 0 0 0 - O0 


11.6 间隙 现象 的 证 明 


在 本 节 , 我 们 给 出 间隙 现象 的 证 明 。 

为 了 进一步 讨论 上 面 的 Simons 不 等 式 的 端点 对 应 的 超 曲 面 和 子 流 形 , 我 们 需 
要 Chern — do Carmo - Kobayashi 在 他 们 的 著名 的 文章 之 中 ”提出 的 两 个 重要 结 
论 , 其 中 一 个 为 引 理 , 另 一 个 被 称 为 主 定 理 。 为 了 表述 方便 , 我 们 采用 一 些 记号 。 
对 于 一 个 超 曲面 , 我 们 用 


Мый. 
我 们 选择 局 部 正 交 标 架 , 使 得 
h; =0, Мі] 
并 且 假设 
hi mh. 


引 理 11.1( 91 [2, 31): ie x: M" S" (1) 是 单位 球面 之 中 的 紧 致 无 边 
超 曲 面 并 且 满 足 Vh=0, 那么 我 们 有 两 种 情形 。 
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情形 1: h=- =h, = 入 =constant, ЖН. M 要 么 是 全 脐 ( 入 >0) 超 曲面 要 么 是 
全 测 地 (入 =0) 超 曲面 ; 
情形 2: А, =…h, = А = constant >0,， 几 ,=… =h, = - 


且 M 是 两 个 子 流 形 的 黎 曼 乘积 М, x M,, 此 处 M, = 5" ( 


A I Lo -— М 
( disi" 不 是 一 般 性 , 我 们 可 以 假设 A >0 FF AL 18m. 


引 理 11.2( 人 参见 文献 [2, 3] ) : Clifford torus C,, ,_,, 和 Veronese 曲面 是 单位 球 


面 $ “(1) 之 中 的 唯一 的 满足 S = S: 的 极 小 子 流 形 (H=0)。 


р 
本 章 发 展 了 很 多 间隙 定理 , 其 证 明 的 思路 完全 一 样 。 下 面 的 间隙 定理 是 定理 
11.2， 只 需 证 明 它 即 可 , 其 余 的 间隙 定理 同 理 可 证 。 
定理 11. 56 ( 间隙 定理 ) : 假设 x:Mr" 一 S$"…(1) 为 单位 球面 之 中 的 GD , r, ËB HH 
i, 且 在 区 间 [0, n] БЕ F' >0, F-4F’>0, Е'>0 Ң0<5<п{, RITE 5 = 
OMA S =n. 前 者 为 全 测 地 超 曲面 ,后 者 为 特殊 的 Clifford Torus Cs 2). 
WEBB: “4 F’>0, Е-4Е'>0, F”>0 时 , 有 


LHS = | EOSS -п) dv 
= [Fc IVSI? »2F'(S) IDA + (F(S) -AF'(S) )п Н dv = RHS. 


因此 , 当 0<5<n 时 , 有 估计 
LHS<0, RHS=0 


又 因为 
LHS = RHS 
所 以 
LHS =0, RHS =0 
由 此 推出 


5 =0 90 5 =n, Dh=0, H =0 
对 于 前 者 为 全 测 地 超 曲 面 , 对 于 后 者 由 上 面 的 两 个 引 理 知 为 Clifford Torus, 
根据 第 8 章 的 例子 , 可 知 为 特殊 的 Cos. 4 o 
注释 11.13: 实际 上 , 对 于 高 余 维 情形 的 间 辽 定理 , 由 陈省身 估计 和 李 安民 估 
计 立 即 可 得 。 
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